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Differenzialrechnung
L11 Die Taylor-Reihe

Gegeben: Eine Funktion y = f(x), die an einer Stelle xo € Df
beliebig oft differenzierbar ist.

Gesucht: Die Koeffizienten einer Polynomfunktion
pn(x) = a0 + a1(x — x0) + a2(x — x0)> 4 ... + an(x — x0)",

welche die Funktion f in einer Umgebung von xg moglichst gut
approximiert (anndhert).
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Beispiel 11.1

"2 Vm(x)
y =f(x)

_ m
f(x) =sinx; xo = >

=13 (= 3+ )
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11 Die Taylor-Reihe

Beispiel 11.2

\

N

f(x) =sinx; xo =0

pa(x) = x — -

:X——X3

6
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Bestimmung der Koeffzienten
Alle Ableitungen von f(x) = ag + a1(x — x0) + a2(x — x0)> + . ..
F(x) =
F(x) =
F"(x) =

X = Xxp einsetzen und nach a, aufldsen:

f(xo0) = = a9=
f'(x0) = = a1 =
'(x0) = = a=
" (x0) = = a3 =

u}
o)
I
i
it
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L_11 Die Taylor-Reihe

Bestimmung der Koeffzienten

Alle Ableitungen von f(x) = ap + a1(x — xo) + az2(x — x0)* + .
f’(X) =a; + 232(X — Xo) + 333(X — X0)2 +
f(x) =

f'/ll (X) —

X = xg einsetzen und nach a, aufldsen:
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L_11 Die Taylor-Reihe

Bestimmung der Koeffzienten

Alle Ableitungen von f(x) = ap + a1(x — xo) + az2(x — x0)* + .

f’(X) =a; + 232(X — Xo) + 333(X — X0)2 +

f"(x) = 2ap + 6a3(x — x0) + 12a4(x — x0)* +
f'///(X) —

X = xg einsetzen und nach a, aufldsen:
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L_11 Die Taylor-Reihe

Bestimmung der Koeffzienten

Alle Ableitungen von f(x) = ap + a1(x — xo) + az2(x — x0)* + .
f'(x) = a1 + 2ap(x — x0) + 3a3(x — x0)> + ...

f"(x) = 2ap + 6a3(x — x0) + 12a4(x — x0)> + ...
f"(x) = 6a3 + 24a4(x — xo) + 60as(x — x0)? +

X = Xxg einsetzen und nach a, aufldsen:
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L_11 Die Taylor-Reihe

Bestimmung der Koeffzienten

Alle Ableitungen von f(x) = ap + a1(x — xo) + az2(x — x0)* + .
f'(x) = a1 + 2ap(x — x0) + 3a3(x — x0)> + ...
f"(x) = 2ap + 6a3(x — x0) + 12a4(x — x0)> + ...
f"(x) = 6a3 + 24a4(x — xo) + 60as(x — x0)? +

X = Xxg einsetzen und nach a, aufldsen:
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L_11 Die Taylor-Reihe

Bestimmung der Koeffzienten

Alle Ableitungen von f(x) = ag + a1(x — xo) + a2(x — x0)? +
f'(x) = a1 + 2ap(x — x0) + 3a3(x — x0)> + ...
f"(x) = 2ap + 6a3(x — x0) + 12a4(x — x0)> + ...
f"(x) = 6a3 + 24a4(x — xo) + 60as(x — x0)? +
X = Xxg einsetzen und nach a, aufldsen:

=

ap = f(XQ)
f'(x0) =

)
) = a1 =
f”(XO)
)
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L_11 Die Taylor-Reihe

Bestimmung der Koeffzienten

Alle Ableitungen von f(x) = ag + a1(x — xo) + a2(x — x0)? +
f'(x) = a1 + 2ap(x — x0) + 3a3(x — x0)> + ...
f"(x) = 2ap + 6a3(x — x0) + 12a4(x — x0)> + ...
f"(x) = 6a3 + 24a4(x — xo) + 60as(x — x0)? +
X = Xxg einsetzen und nach a, aufldsen:

=

ap = f(XQ)
f’(XO = a1

)
) = a1 =
f”(XO)
)
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L_11 Die Taylor-Reihe

Bestimmung der Koeffzienten

Alle Ableitungen von f(x) = ag + a1(x — xo) + a2(x — x0)? +
f'(x) = a1 + 2ap(x — x0) + 3a3(x — x0)> + ...
f"(x) = 2ap + 6a3(x — x0) + 12a4(x — x0)> + ...
f"(x) = 6a3 + 24a4(x — xo) + 60as(x — x0)? +

X = Xxg einsetzen und nach a, aufldsen:

f(xo)=a0 = ao="f(x0)

flix)=a1 = a1="f"(x)
(%) = = a=
£ (x0) =
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L_11 Die Taylor-Reihe

Bestimmung der Koeffzienten

Alle Ableitungen von f(x) = ag + a1(x — xo) + a2(x — x0)? +
f'(x) = a1 + 2ap(x — x0) + 3a3(x — x0)> + ...

f"(x) = 2ap + 6a3(x — x0) + 12a4(x — x0)> + ...

f"(x) = 6a3 + 24a4(x — xo) + 60as(x — x0)? +

X = Xxg einsetzen und nach a, aufldsen:

=

) a0 = f(x0)

flxo)=a1 = a1="1"(x)
f'(x) =2a = a=
£ (x0) =
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L_11 Die Taylor-Reihe

Bestimmung der Koeffzienten

Alle Ableitungen von f(x) = ag + a1(x — xo) + a2(x — x0)? +
f'(x) = a1 + 2ap(x — x0) + 3a3(x — x0)> + ...

f"(x) = 2ap + 6a3(x — x0) + 12a4(x — x0)> + ...

f"(x) = 6a3 + 24a4(x — xo) + 60as(x — x0)? +

X = xp einsetzen und nach a, aufldsen

=

) a0 = f(x0)

flxo)=a1 = a1="1"(x)

f'(x0) =22 = ax=3f"(x0)
F"(x0) =
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L_11 Die Taylor-Reihe

Bestimmung der Koeffzienten

Alle Ableitungen von f(x) = ag + a1(x — xo) + a2(x — x0)? +
f'(x) = a1 + 2ap(x — x0) + 3a3(x — x0)> + ...

f"(x) = 2ap + 6a3(x — x0) + 12a4(x — x0)> + ...

f"(x) = 6a3 + 24a4(x — xo) + 60as(x — x0)? +

X = xp einsetzen und nach a, aufldsen

=

ap = f(XO)
flix)=a1 = a1="f"(x)

= ax = %f”(XO)
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L_11 Die Taylor-Reihe

Bestimmung der Koeffzienten

Alle Ableitungen von f(x) = ag + a1(x — xo) + a2(x — x0)? +
f'(x) = a1 + 2ap(x — x0) + 3a3(x — x0)> + ...

f"(x) = 2ap + 6a3(x — x0) + 12a4(x — x0)> + ...

f"(x) = 6a3 + 24a4(x — xo) + 60as(x — x0)? +

X = Xxg einsetzen und nach a, aufldsen:

=

ap = f(xo)
flixo)=a1 = a1="f(x)
= a = %f”(xo)
=

a3 = %f///(XO)
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Was geschieht mit a,(x — xg)"?

>

vV v vV vV vV VY

fO(x) = f(x):
fF(x) = f/(x):
f)(x):

F(=2)(x):
f(n—=1)
£(M(x):

(
(x):
)
f(”+1)(x):
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Was geschieht mit a,(x — xg)"?

>

vV v vV vV vV VY

FO(x) = f(x): an(x — x0)"
fF(x) = f/(x):
f)(x):

F(=2)(x):
f(n—=1)
£(M(x):

(
(x):
)
FOr+)(x):
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Was geschieht mit a,(x — xg)"?

> f(O)(X) = f(x): an(x — x0)"
F(x) = f(x): n-ap(x — x)"*
f)(x):

f(n—l

£(M(x):

>

>

> ...

> F(1=2)(x):
> )

>

> () (x):

(
(x):
)
(
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Was geschieht mit a,(x — xg)"?

> f(O)(X) = f(x): an(x — x0)"
F(x) = f(x): n-ap(x — x)"*
F@(x): n-(n—1)-ap(x — x0)" 2

f(n—l

£(M(x):

>

>

> ...

> F(1=2)(x):
> )

>

> () (x):

(
(x):
)
(
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Was geschieht mit a,(x — xg)"?

> f(O)(X) = f(x): an(x — x0)"

> FM(x) = f(x): n-an(x —x0)" !

> f(x): n-(n—1)-an(x — x0)" 2

> ...

> F(D(x):n-(n—1)-... 3 an(x — x0)?
> (=1 (x):

> F(N(x):

> £ ():
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11 Die Taylor-Reihe

Was geschieht mit a,(x — xg)"?

> f(O)(X) = f(x): an(x — x0)"

> FM(x) = f(x): n-an(x —x0)" !

> F@(x): n-(n—1)- ap(x — x0)" 2

> ..

> 2 (x)n(n—1)-... 3 ap(x — x0)?
- 10D 00 1) 2o )
> F(N(x):

> F(nH1)(x):
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Was geschieht mit a,(x — xg)"?

> f(O)(X) = f(x): an(x — x0)"

> FM(x) = f(x): n-an(x —x0)" !

> F@(x): n-(n—1)- an(x — x0)" 2

>

> 2 (x)n(n—1)-... 3 ap(x — x0)?
- FOD0g (0 1) 2l 0)
> F(x):n-(n—1)-...-2-1-a,

> £+ (x):
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Was geschieht mit a,(x — xg)"?

> f(O)(X) = f(x): an(x — x0)"

> FM(x) = f(x): n-an(x —x0)" !

> F@(x): n-(n—1)- an(x — x0)" 2

>

> 2 (x)n(n—1)-... 3 ap(x — x0)?
- FOD0g (0 1) 2l 0)
> F(x):n-(n—1)-...-2-1-a,

> £+ (x): 0
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Was geschieht mit a,(x — xg)"?
> FO(x) = f(x): an(x — x0)"
F(x) = F'(x): n-an(x —x0)" "t
FO(x):n-(n—1)-an(x —x0)" 2

VY VY VYVYV VY
)
0
|
>
X
S
s
|
N
w
L
>~
x
!
5
e
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Setzt man in f(")(x) fiir x die Stelle xo ein, so erhilt man

f("(xg) = n! - a,, da alle iibrigen Monome verschwinden. So

gewinnt man den n-ten Koeffizienten der Polynomfunktion:

an=—

- £ (xo)
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x0) + @(X

Das Taylor-Polynom in der Summenschreibweise
f(x) = f(

% ) II( 0)(X

x0)? + ...
Das erste Glied der Summe l3sst sich in die Form der {ibrigen
Summanden bringen:
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Das Taylor-Polynom in der Summenschreibweise

) = Fo0) + 700 (s 4 00 sz

Das erste Glied der Summe l3sst sich in die Form der {ibrigen
Summanden bringen:

0 = U gy 4 PO g TOD ey

Somit konnen wir die Taylor-Reihe kompakter darstellen:

k) (x
100 = Y 0 )t

k=0

. natirlich nur dann, wenn der Grenzwert rechts existiert.
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Der Satz von Taylor

Sei I C R ein Intervall und f: | — R eine (n + 1)-mal stetig
differenzierbare Funktion, dann gilt fiir xp € / und x € I:
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Lll Die Taylor-Reihe

Der Satz von Taylor

Sei I C R ein Intervall und f: | — R eine (n + 1)-mal stetig
differenzierbare Funktion, dann gilt fiir xp € / und x € /

f(x)="f(x0)+ @(X—

%) + f"(Xo)(X
+ —f(n;(!xo) (x

x0)? +
—x0)" + Ry(x)
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Der Satz von Taylor

Sei I C R ein Intervall und f: | — R eine (n + 1)-mal stetig
differenzierbare Funktion, dann gilt fiir xp € / und x € I:

fl/ (XO)

f(x) = f(xo) + M(x—xo) + T(X—X())z +...

1!

(m (x
+ B0 oy 4 R

wobei

FrD(e)

Rn(x) = (1)

— 2 (x —x0)" mit x < € < xo

Restglied genannt wird und den ,, Abbruchfehler” darstellt.
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Beispiel 11.3

Approximiere f(x) = e* an der Stelle x = 0 mit einem
Taylor-Polynom vom Grad 3.



Differenzialrechnung

11 Die Taylor-Reihe

Beispiel 11.3

Approximiere f(x) = e* an der Stelle x = 0 mit einem
Taylor-Polynom vom Grad 3.

f(0) 1
o= =171
>al_

>a2_

a3z =
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11 Die Taylor-Reihe

Beispiel 11.3

Approximiere f(x) = e* an der Stelle x = 0 mit einem
Taylor-Polynom vom Grad 3.

fO) 1
> o= =170
f(0) 1
> = :7:1
S T
>a2_
>a3=
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Beispiel 11.3

Approximiere f(x) = e* an der Stelle xp
Taylor-Polynom vom Grad 3.

> 2= fﬂz(!O) _%
> a3 =
f(x) =

= 0 mit einem
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11 Die Taylor-Reihe

Beispiel 11.3

Approximiere f(x) = e* an der Stelle x = 0 mit einem
Taylor-Polynom vom Grad 3.

_f(0) 1
> o= =170

F(0) 1
> o=

T1
f0) 1
2= =)
1

6

=1

f///(O)
> B=
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Beispiel 11.3

Approximiere f(x) = e* an der Stelle x = 0 mit einem
Taylor-Polynom vom Grad 3.

(0 1
>30:é|):1:1
(0 1
> a= 1(|) 171
1"
U
2! 2

> _fll/(o) 1

A TR

2 X3
f(x)—1+x+—+§+...
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Vv
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N4
y=¢
y = po(x)
>
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N4
y=¢
y = p1(x)
y = po(x)
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Vv
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y=¢e

y = p3(x)
y = Pz(X)

y = pi(x)
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Der Mittelwertsatz der Differenzialrechnung

Ist eine Funktion f stetig im abeschlossenen Intervall [a, b] und
differenzierbar im offenen Intervall (a, b), dann gibt es ein
€ € [a, b, sos dass gilt:
f(b) —f(a) = (b—a)- F'(¢)
Die Steigung der Sekante iiber dem ganzen Intervall [a, b] wird im

Innern des Intervalls mindestens einmal als Tangentensteigung
angenommen.

y

A
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L 12.1 Begriffe

N

yep---

Y6 p----

yal------

XY

XA XB Xc XD XE XF XG

Extrempunkte: A (Tiefpunkt), C (Hochpunkt), G (Tiefpunkt)

Wendepunkte: B, D, E (Terrassen- oder Sattelpunkt), F

Extrema: y (globales Minimum), yc (lokales Maximum), x¢ (lokales Mininmum)
Extremstellen: x4, xc, Xg

Wendestellen: xg, xp, xg, xF
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L12.2 Extrempunkte

Ein notwendiges Kriterium fiir Extremstellen

X0

> X

X ist eine Extremstelle = f'(xp) =0

X
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|—12.2 Extrempunkte

Der Spielverderber

f'(x0)=0 #

Xp ist Extremstelle

xp ist Terrassenstelle (Synonym: Sattelstelle)
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L12.2 Extrempunkte

Hinreichende Kriterien fiir Extremstellen

Gilt f'(x0) = 0, dann ist xp entweder ...
» eine Hochstelle,
» ecine Tiefstelle oder

» ecine Terrassenstelle.

Wie findet man heraus, was vorliegt?
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|—12.2 Extrempunkte

Betrachte die Taylorreihe von f:
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|—12 Extrem- und Wendepunkte
L12.2 Extrempunkte

Betrachte die Taylorreihe von f

f(x) = f(xo0) + f'(x0)(x — x0) + éf )(X _ X0)2 f”l(Xo) x—

Parabel 2. Ordnung

x0)* +

vernachl3ssigbar

N
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L12 Extrem- und Wendepunkte
L12.2 Extrempunkte

Betrachte die Taylorreihe von f

f(x) = f(xo0) + f'(x0)(x — x0) +

(XO)(

)2 £ (XO) (

Parabel 2. Ordnung

x0) +
vernachl3ssigbar
. 3 . . 2
ist x & xp, so ist (x — xp)> gegeniiber (x — xg)= vernachl3ssigbar
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L12.2 Extrempunkte

Betrachte die Taylorreihe von f:

f/ll (X())

> (x = )" +

Parabel 2. Ordnung vernachldssigbar

f(x) = f(xo0) + f'(x0)(x — x0) + f(x0 )(x —x0) +
——

0

ist x & xp, S0 ist (x — xp)° gegeniiber (x — xg)? vernachlissigbar.

Flxo) | \o/

i > X + > X
| X0 |




Differenzialrechnung
L12 Extrem- und Wendepunkte
L12.2 Extrempunkte

Betrachte die Taylorreihe von f:

) = F(50) + £/ 0)(x = x0) + 1)
=

(x = x0)* +

Parabel 2. Ordnung vernachl3ssigbar

ist x & xp, S0 ist (x — xp)° gegeniiber (x — xg)? vernachlissigbar.

f"(x0) > 0: Parabel nach oben offen; xp ist Minimalstelle

f"(xo) < 0: Parabel nach unten offen; xo ist Maximalstelle
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|—12 Extrem- und Wendepunkte
L12.2 Extrempunkte

Gilt auch f”(xp) = 0 verschwindet der dritte Summand und der
vierte wird wichtig.

Fx) = F(0) + F/(r0) (x — 20) + 00 (x -
0

o+ T

0

x0) +

Parabel 3. Ordnung (*)
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L12.2 Extrempunkte

Gilt auch f”(xp) = 0 verschwindet der dritte Summand und der
vierte wird wichtig.

, f/l
F(x) = F(x0) + F'(x0)(x — x0) + %(X )t (xO) (- s0)' 1
—— :
° 0 Parabel 3. Ordnung (*)
y y

flxo) o /-—/ flxo) o \\

| Xlo | XIO

A\
X

Y
X
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L12.2 Extrempunkte

Gilt auch f”(xo) = 0 verschwindet der dritte Summand und der
vierte wird wichtig.

f(x) = f(x0) + f'(x0)(x — x0) + %(x —x0)° + %(x —x0)’+...
0 . 0 Parab-el 3. Ordnung (¥)
y y
o) | o) [ S
| X0 - | X0 g

f"(xo) > 0: () andert Kriimmung (—/+); xo ist Terrassenstelle
f"(x0) < 0: (x) andert Krimmung (+/—); xo ist Terrassenstelle
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L12.2 Extrempunkte

Gilt auch f”'(xo) = 0 verschwindet der vierte Summand und der

fiinfte wird wichtig. In diesem Fall haben wir wieder dieselbe
Situation wie bei der Parabel 2. Ordnung.




Differenzialrechnung
L12 Extrem- und Wendepunkte
L12.2 Extrempunkte

Bemerkung

Eine ganzrationale Funktion von Grad n hat nach einmaligem
Ableiten den Grad n — 1. Nach dem Hauptsatz der Algebra hat
eine solche Funktion hochstens n — 1 Nullstellen und somit auch
hochstens n — 1 Extremstellen.
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L12 Extrem- und Wendepunkte

L12.3 Die geometrische Deutung der 2. Ableitung

Uberblick

f'(x) >0

A y=f(x)
=

f""(x) > 0 (Linkskurve)
y

y=f(x)

A

— >

y=f"(x)

X

f""(x) < 0 (Rechtskurve)
y

_—izxf’(X)
ﬁ—' y=f"(x)
YA Y
/
F(x) <0 \y_m
| y :Xf”(x)
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L12.4 Wendepunkte

Wechselt der Graph von f an einer Stelle xp von einer Links- in
eine Rechtskurve oder von einer Rechts- in eine Linkskurve, so wird
xo Wendestelle und P(xo, yo) Wendepunkt genannt.

N
y = f(x)
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L12.4 Wendepunkte

Notwendige Bedingung fiir Wendestellen

xo Wendestelle = f”(xp) =0

Da die Wendestellen die Extremstellen der 1. Ableitung sind,
konnen wir die Wendestellen analog zu den Extremstellen
berechnen, indem wir in der Theorie der Extremstellen f’ durch f”,
f"" durch " usw. ersetzen.
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L12.4 Wendepunkte

Hinreichende Bedingung fiir Wendestellen

f sei eine auf dem offenen Intervall | n-mal differenzierbare
Funktion und fiir xg € | gelte

F(x0) = f"(x0) = --- = F" N (x) =0 aber (M(xy) #£ 0.
Falls n ungerade ist, so ist xp eine Wendestelle und es gilt:

> f("(xg) < 0: Graph wechselt von Links- zur Rechtskriimmung
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L12.4 Wendepunkte

Hinreichende Bedingung fiir Wendestellen

f sei eine auf dem offenen Intervall | n-mal differenzierbare
Funktion und fiir xg € | gelte

F(x0) = f"(x0) = --- = F" N (x) =0 aber (M(xy) #£ 0.
Falls n ungerade ist, so ist xg eine Wendestelle und es gilt:
» (") (xp) < 0: Graph wechselt von Links- zur Rechtskriimmung

» £("(xp) > 0: Graph wechselt von Rechts- zur Linkskriimmung
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|—12 Extrem- und Wendepunkte
L12.4 Wendepunkte

Terrassenpunkte

Eine Wendetangente ist eine Tangente in einem Wendepunkt. Ein

Terrassenpunkt ist ein Wendepunkt mit horizontaler Tangente.
Yy

y = f(x)
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L12 Extrem- und Wendepunkte
L12.4 Wendepunkte

Bemerkung

Eine ganzrationale Funktion von Grad n hat nach zweimaligem
Ableiten den Grad n — 2. Nach dem Hauptsatz der Algebra hat
eine solche Funktion hochstens n — 2 Nullstellen und somit auch
hochstens n — 2 Wendestellen.
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|—13 Kurvendiskussion ganzrationaler Funktionen

Beispiel 13.1

Untersuche die Funktion mit der Gleichung f(x) = x* — 2x?
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(a) Definitionsbereich
D=R

DA
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(b) Symmetrie

Vermutung: f ist gerade (symmetrisch zur y-Achse)
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|—13 Kurvendiskussion ganzrationaler Funktionen

(b) Symmetrie

Beweis: f(x)

Vermutung: f ist gerade (symmetrisch zur y-Achse)

f(—x) fiir alle x € D [nur gerade Exponenten]
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(c) Asymptotisches Verhalten

. o . 4 _
0, T = A ) = oo
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|—13 Kurvendiskussion ganzrationaler Funktionen

(c) Asymptotisches Verhalten

. o . 4 _
0, T = A ) = oo

. T 4
XI|_>mOOfX = lim (x%)

X—r00

= 400
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|—13 Kurvendiskussion ganzrationaler Funktionen

(c) Asymptotisches Verhalten

. o . 4 _
0, T = A ) = oo

X—00

lim f(x) = lim (x*) = 400

X—r00

oder via Symmetrie
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x*(x?—-2)=0

=

(d) Nullstellen und Ordinatenabschnitt

x1=0,x =12 x3=—2
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x*(x?—-2)=0

=

(d) Nullstellen und Ordinatenabschnitt

x1=0,x =12 x3=—2
yo=1(0)=0
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(e) Ableitungen

f'(x) = 4x3 — 4x

DA
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|—13 Kurvendiskussion ganzrationaler Funktionen

(e) Ableitungen

f'(x) = 4x3 — 4x

f"(x) = 12x> — 4

DA
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|—13 Kurvendiskussion ganzrationaler Funktionen

(e) Ableitungen

f'(x) = 4x3 — 4x

f"(x) = 12x> — 4

f"(x) = 24x

DA
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(f) Extrempunkte

fl(x) =4x3 —dx =0 = 4x(x> —1) =0

DA
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(f) Extrempunkte

fl(x) =4x3 —4x =0=4x(x>-1) =0

Kandidaten: xgy =0, xo =1, x3 = —1
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(f) Extrempunkte

fl(x) =4x3 —4x =0=4x(x>-1) =0

Kandidaten: xgy =0, xo =1, x3 = —1

f”(0) = —4 < 0 = HoP(0,0)
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|—13 Kurvendiskussion ganzrationaler Funktionen

(f) Extrempunkte
fl(x) =4x3 —4x =0=4x(x>-1) =0
Kandidaten: xgy =0, xo =1, x3 = —1
£7(0) = —4 < 0 = HoP(0,0)

(1) =8 >0 = TiPy(1, 1)
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|—13 Kurvendiskussion ganzrationaler Funktionen

(f) Extrempunkte
fl(x) =4x3 —4x =0=4x(x>-1) =0
Kandidaten: xgy =0, xo =1, x3 = —1
£7(0) = —4 < 0 = HoP(0,0)
F(1) =8 > 0 = TiPy(1, —1)

TiP2(—1, —1) [Symmetrie]
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(g) Wendepunkte

f'(x) =12x> —4=0= x> =

1

3

DA
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(g) Wendepunkte

f'(x) =12x> —4=0= x> =

1
3
Kandidaten: x; = \/Lg — V3

31X2:_

1
V3

<[5
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|—13 Kurvendiskussion ganzrationaler Funktionen

(g) Wendepunkte

f'(x) =12x> —4=0= x> =

1
3
1 _ V3

V3T

ERRCE

Kandidaten: x; =

_ 1 _ V3
/3 3
F7(43) > 0= WeP1 (4, —5) (RKLK)
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|—13 Kurvendiskussion ganzrationaler Funktionen
;

(g) Wendepunkte

f'(x) =12x> —4=0= x> =

1
3
1 _ V3

V3T

ERRCE

Kandidaten: x; =

_1_ 3
3~ 3
F7(43) > 0= WeP1 (4, —5) (RKLK)
Symmetrie: WePg(—é,

~3) (LKRK)
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(h) Graph

R
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Beispiel 13.2

Untersuche die Funktion mit der Gleichung f(x) = 3x? — x

3
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(a) Definitionsbereich

DA
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|—13 Kurvendiskussion ganzrationaler Funktionen

(a) Definitionsbereich
D=R

DA
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(b) Symmetrie

DA
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|—13 Kurvendiskussion ganzrationaler Funktionen

(b) Symmetrie

Gy ist weder symmetrisch zur y-Achse noch symmetrisch zum

Ursprung, da weder f(—x) = f(x) noch f(—x)

—f(x)
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(c) Asymptotisches Verhalten

DA
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(c) Asymptotisches Verhalten

X—r—00

lim f(x)= lim (=x*) =400
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|—13 Kurvendiskussion ganzrationaler Funktionen

(c) Asymptotisches Verhalten

X—r—00

lim f(x)= Xli)Too(—XS) = 400

X—00

lim f(x) = lim (—x%) = —0

X—00
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(d) Nullstellen und Ordinatenabschnitt
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|—13 Kurvendiskussion ganzrationaler Funktionen

(d) Nullstellen und Ordinatenabschnitt

f(x)=0=x?B3—-x)=0=x =0, x =3



Differenzialrechnung

|—13 Kurvendiskussion ganzrationaler Funktionen

(d) Nullstellen und Ordinatenabschnitt

f(x)=0=x?B3—-x)=0=x =0, x =3
f(0)=3-02-03=0
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(e) Ableitungen

DA
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(e) Ableitungen

f'(x) = 6x — 3x2

DA



Differenzialrechnung

|—13 Kurvendiskussion ganzrationaler Funktionen

(e) Ableitungen

f'(x) = 6x — 3x2

f"(x) =6 — 6x

DA
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|—13 Kurvendiskussion ganzrationaler Funktionen

(e) Ableitungen

f'(x) = 6x — 3x2

f"(x) =6 — 6x

F7(x) = —6

DA
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(f) Extrempunkte

DA
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|—13 Kurvendiskussion ganzrationaler Funktionen

(f) Extrempunkte

f'(x) =6x—3x>=0=3x(2—x) =0

DA
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(f) Extrempunkte

f'(x) =6x—3x>=0=3x(2—x) =0
Kandidaten: x; =0, x» =2
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|—13 Kurvendiskussion ganzrationaler Funktionen

(f) Extrempunkte

f'(x) =6x—3x>=0=3x(2—x) =0
Kandidaten: x; =0, x» =2

£(0) = 6 > 0 = TiP(0,0)
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(f) Extrempunkte
F/(x) = 6x — 3x2 = 0= 3x(2— x) =0
Kandidaten: x; =0, x» =2
£(0) = 6 > 0 = TiP(0,0)

f"(2) = —6 < 0 = HoP(2,4)
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(g) Wendepunkt

DA
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(g) Wendepunkt

F(x) =6 — 6x = 0

DA
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(g) Wendepunkt

F(x) =6 — 6x = 0

Kandidat: x =1

DA
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|—13 Kurvendiskussion ganzrationaler Funktionen

(g) Wendepunkt

F(x) =6 — 6x = 0

Kandidat: x =1

F(1) = —6 < 0 = WeP(1,2) (LKRK)
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(h) Graph

~
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Beispiel 13.3

Diskutiere die Funktion f(x) =

3,5 _

8X

15 4 5.3
FX +2X +1
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(a) Definitionsbereich
D=R

DA
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(b) Symmetrie

weder gerade noch ungerade

DA
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(c) Asymptotisches Verhalten

m35
.

2X7 = —00
M8
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(c) Asymptotisches Verhalten

lim f(x)= lim 3x’=-o0
X—r—00 X—>—

lim f(x)= Ilim %x5 = +o0
X—++400 X—»+00
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(d) Nullstellen und Ordinatenabschnitt
f(x)=0 LB x ~ —0.64
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f(x) = 08 x ~ —0.64

(d) Nullstellen und Ordinatenabschnitt

£(0) =1
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(e) Ableitungen

/(N 15 4 153 |, 15 2
f(x)—gx >X° + =

DA
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|—13 Kurvendiskussion ganzrationaler Funktionen

(e) Ableitungen

f/(X) _ 15 x4 — X3+ 15,2
f'(x) = Bx3 — Lx? + 15x
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|—13 Kurvendiskussion ganzrationaler Funktionen

(e) Ableitungen

f/(X) _ %5)(4 _ 12—5X3 4 %X2
f(x) = Bx3 -

%XZ + 15x

f‘///(X) _

L x? — 45x + 15
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(f) Extrempunkte

f/(X) _ 15 4

X3—|-15 2 _

=0

DA
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(f) Extrempunkte

f/(X) _ 17‘5)(4 _ 153

?X + 5
15 2

15,2
>x- =0
8 X

(x> —4x+4) =Bx(x-2)2=0
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(f) Extrempunkte

f(x) = 2x* -

15.3 , 156 2
>x>+ 2x°=0

15 2

8X

(x> —4x +4) = %’X2(X -2)2=0
Kandidaten: x; =0, xo =2
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|—13 Kurvendiskussion ganzrationaler Funktionen

(f) Extrempunkte
fllx) = gx* =2+ 2x* =0
1:75x2(x2 —4x+4) = 17"r’x2(x -2)?=0
Kandidaten: x; =0, xo =2

f”(0) = 0 (weiter testen)
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|—13 Kurvendiskussion ganzrationaler Funktionen

(f) Extrempunkte
fi(x) =2x* - Bx3+ Bx2=0
15,2(x2 — 4x + 4) = Bx2(x — 2)2 = 0
Kandidaten: x; =0, xp =2
f"(0) = 0 (weiter testen)

f(0) = 15 > 0 (— Wendepunkte)
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(f) Extrempunkte
fllx) = gx* =2+ 2x* =0
1:75x2(x2 —4x+4) = 17"r’x2(x — 2)2 =0
Kandidaten: x; =0, xo =2
f”(0) = 0 (weiter testen)
""(0) = 15 > 0 (— Wendepunkte)

f”(2) = 0 (weiter testen)
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|—13 Kurvendiskussion ganzrationaler Funktionen

(f) Extrempunkte
fi(x) =2x* - Bx3+ Bx2=0
1:7‘r’x2(x2 —4x+4) = 17"r’x2(x — 2)2 =0
Kandidaten: x; =0, xo =2
f”(0) = 0 (weiter testen)
f(0) = 15 > 0 (— Wendepunkte)
f”(2) = 0 (weiter testen)

f”(2) =15 > 0 (— Wendepunkte)
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(g) Wendepunkte
f”(X) _ 15

_?X

3—%x2—i-15x=0

DA



Differenzialrechnung
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(g) Wendepunkte

f(x) = 125x3 45x2—i-15x—0
125 (x2 —3x+2) =

By(x —1)(x —2) =0
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(g) Wendepunkte

f(x) = 125x3 45x2—i-15x—0
Bx(x?=3x+2) =

Tx(x = 1)(x -

Kandidaten: x; =0, xo =1, x3 =2

2)=0
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(g) Wendepunkte
f(x) = 2x3 — Lx2+15x =0
Bx(x?=3x+2) =

Tx(x = 1)(x -

2)=0
Kandidaten: x; =0, xo =1, x3 =2

TeP(0,1) (siehe oben, RKLK)



Differenzialrechnung
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(g) Wendepunkte
f(x) = 2x3 — Lx2+15x =0
Bx(x?=3x+2)=Lx(x - 1)(x—-2)=0
Kandidaten: x; =0, xo =1, x3 =2
TeP(0,1) (siehe oben, RKLK)

F"(1) = —7.5 < 0 = WeP(1,2) (LKRK)
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(g) Wendepunkte
f(x) = 2x3 — Lx2+15x =0
Bx(x?=3x+2)=Lx(x - 1)(x—-2)=0
Kandidaten: x; =0, xo =1, x3 =2
TeP(0,1) (siehe oben, RKLK)
(1) = =7.5 < 0 = WeP(1,2) (LKRK)

TeP(2,3) (siehe oben, RKLK)
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(h) Graph
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Beispiel 14.1

f ist eine ganzrationale Funktion vom Grad 4 und besitzt

> bei x = —2 eine Nullstelle,
P> bei x =1 eine Extremstelle,
» im Punkt P(0, —8) eine Wendetangente mit der Steigung 2.

Bestimme die Gleichung dieser Funktion.
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DA
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DA
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DA
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DA
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|—14 Bestimmung ganzrationaler Funktionen

Beispiel 14.2

Welches zur y-Achse symmetrische Polynom 4. Grades geht durch
A(0,2) und hat in B(1,0) ein Minimum?
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DA



e
Differenzialrechnung
|—14 Bestimmung ganzrationaler Funktionen

DA
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DA
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DA
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L14 Bestimmung ganzrationaler Funktionen

Beispiel 14.3

Ein Polynom 3. Grades hat dieselben Nullstellen wie

g(x) = 2x — 12x3. Beide Graphen stehen im Ursprung senkrecht
aufeinander. Bestimme die Funktionsgleichung des unbekannten
Polynoms.
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DA
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DA
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DA
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DA
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[ 15 Extremwertaufgaben

Beispiel 15.1 (Offene Schachtel)

Von einem quadratischen Stiick Karton mit der Seitenldnge
I =10 cm werden an allen Ecken Quadrate mit gleicher
Seitenldnge ausgeschnitten.

Wie gross ist die Seitenlange dieser Quadrate zu wahlen, damit der
Rest eine oben offene Schachtel mit maximalem Volumen ergibt?
Wie gross ist dieses Volumen?
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L1s Extremwertaufgaben

Zielfunktion

DA
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[ 15 Extremwertaufgaben

Nebenbedingung(en)

> /| =bH=10—-2x
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[ 15 Extremwertaufgaben

Nebenbedingung(en)

> /| =bH=10—-2x

> h=x
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[ 15 Extremwertaufgaben

Nebenbedingung(en)

> /| =bH=10—-2x

> h=x

> 0cm<x<b5cm
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Nebenbedingung in die Zielfunktion einsetzen
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Nebenbedingung in die Zielfunktion einsetzen
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Nebenbedingung in die Zielfunktion einsetzen
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Extremum bestimmen

DA
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Extremum bestimmen
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Extremum bestimmen

DA
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Losung

DA
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Losung

DA
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Losung

DA
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L1s Extremwertaufgaben

Losung

DA



Differenzialrechnung

L 15 Extremwertaufgaben

Beispiel 15.2

Ein Rechteck, dessen Seiten parallel zu den Koordinatenachsen
sind, hat eine Ecke in A(0,0). Die Ecke C(x,y) liegt im

I. Quadranten auf der Kurve f(x) = 3 — y/x und soll so bestimmt
werden, dass der Inhalt des Rechtecks maximal wird.

u}
o)
I
i
it
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Zielfunktion

DA
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L1s Extremwertaufgaben

Nebenbedingung

DA
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[ 15 Extremwertaufgaben

Nebenbedingung in die Zielfunktion einsetzen
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Extremum bestimmen

> A(x)=3-3x1/2
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Extremum bestimmen

> A(x)=3-3x1/2

> A”(X) — —%X_1/2
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Extremum bestimmen

> A(x)=3-3x1/2
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Extremum bestimmen

> A(x)=3-3x1/2
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Differenzialrechnung

[ 15 Extremwertaufgaben

Extremum bestimmen

> A(x)=3-3x1/2

> A”(X) — —%X_1/2
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Beispiel 15.3

Auf dem Halbkreis mit der Gleichung f(x) = v/8 — x? wird ein
Punkt P(u, v) gewahlt. Lasst man das rechtwinklige Dreieck
P(u,v), Q(u,0), R(—1,0) um die x-Achse drehen, entsteht ein
gerader Kreiskegel.

Bei welcher x-Koordinate u hat der Kreiskegel maximales Volumen
und wie gross ist dieses?
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Beispiel 15.4

Welcher Punkt P(x,y) der Kurve k: y = x> — 4 x + 5 hat die
kiirzeste Entfernung vom Ursprung?

Ay

P(x, y
y [— P
A\

x|----
X
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Bemerkung

Wenn man eine Funktion mit positiven Werten quadriert, bleiben
lokale Extrema erhalten.

Ay

y = f3(x)

y = f(x)
4
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Beispiel 15.5

Fiir die Oberflache einer zylinderférmige Biichse mit einem
Volumen von 1/ soll moglichst wenig Material verbraucht werden.
Wie gross miissen Hohe h und Radius r gewahlt werden?
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Beispiel 15.6

Dem Halbkreis mit der Gleichung y = /12 — x2 wird, wie in der
Abbildung dargestellt, ein Rechteck einbeschrieben.

Dreht man dieses Rechteck um die x-Achse, so entsteht ein
Zylinder. Wie gross kann das Volumen dieses Zylinders maximal
werden?
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Begriffe

Eine gebrochenrationale Funktion ist ein Quotient aus zwei
ganzrationalen Funktionen

amx" + am_1x™ 14 +ax+a  p(x)
box" + bp_1x"1 4 - 4 byx + by q(x)

f(x) =

wobei

» p(x) ein Zihlerpolynom vom Grad m ist,

» g(x) ein Nennerpolynom vom Grad n ist.
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Weitere Bezeichnungen und Sonderfille:
n=0:
Der Nenner qo(x) = by ist konstant und f(x) ist eine ganzrationale Funk

m > n:
f ist eine unecht gebrochenrationale Funktion.

m < n:
f ist eine echt gebrochenrationale Funktion.
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L17.1 Polynomdivision
;

Ein Verfahren, um eine unecht gebrochenrationale Funktion als
Summe aus einer ganzrationalen- und einer echt
gebrochenrationalen Funktion darzustellen. (vgl. £ =2+ 1)

2
(x> + x+1) : (2x—-1) = x—|—1+2 1
X—
—(2x2 — X)
2x +1
—(2x — 1)

2
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Definitionsbereich

D =R\ {x: q(x) =0}

Menge aller reellen Zahlen, die nicht Nullstellen des
Nennerpolynoms sind.
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Nullstellen

Eine Nullstelle von f ist eine Nullstelle von p(x), die nicht auch
Nullstelle von g(x) ist.
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Beispiel 17.2
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x2—6x—9
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Hebbare Definitionsliicken

Eine Definitionsliicke, die sich als Faktor aus dem Nenner
wegkiirzen lasst, wird hebbar genannt.

N
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F(x) = (x+1)(x—2)
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Polstelle

Eine Definitionsliicke, die sich als Faktor nicht aus dem Nenner
wegkiirzen lasst, wird Polstelle genannt.

Ist der Grad des gekiirzten Linearfaktors ungerade, so ist es eine
Polstelle mit Vorzeichenwechsel (mVzw), sonst eine Polstelle ohne
Vorzeichenwechsel (oVzw).
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Beispiel 17.4

f(x) =

1

x—1

y

A
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Beispiel 17.5

1
=6y
y

Y

Pol ohne Vorzeichenwechsel
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Asymptotisches Verhalten

Welchen Grenzwert haben lim f(x) und lim f(x)?
X—00 X——00
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Beispiel 17.6

3x+1
=31

T 1) =0

und

o ) =0

[

(horizontale) Asymptote

y = 0 (x-Achse)
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Beispiel 17.7

2
2
f(x):X 4+ 2x

2x +1
1= 1 X)z(—i_ (Polynomdivision)
horizontale Asymptote: y =1
ul
\
N\
o st g \ B

e
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Beispiel 17.8

x2 —2x—3
) ="

1 -

)
7

x—1-— 1 (Polynomdivision)
schiefe Asymptote: a(x) = x — 1
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Beispiel 17.9

X —2
f(x):x2—1

DA



Differenzialrechnung

|—17 Gebrochenrationale Funktionen
|—17.2 Kurvendiskussion

» Definitionsbereich:

DA



Differenzialrechnung

L_17 Gebrochenrationale Funktionen
|—17.2 Kurvendiskussion

» Definitionsbereich:

» Symmetrie:




Differenzialrechnung

L_17 Gebrochenrationale Funktionen
|—17.2 Kurvendiskussion

» Definitionsbereich:

» Symmetrie:




Differenzialrechnung

L_17 Gebrochenrationale Funktionen
|—17.2 Kurvendiskussion

» Definitionsbereich:

» Symmetrie:

» Nullstelle(n) und Ordinatenabschnitt



Differenzialrechnung

L_17 Gebrochenrationale Funktionen
|—17.2 Kurvendiskussion

» Definitionsbereich:

» Symmetrie:

» Nullstelle(n) und Ordinatenabschnitt



Differenzialrechnung

L_17 Gebrochenrationale Funktionen
|—17.2 Kurvendiskussion

» Definitionsbereich:

» Symmetrie:

» Nullstelle(n) und Ordinatenabschnitt



Differenzialrechnung

|—17 Gebrochenrationale Funktionen
L17.2 Kurvendiskussion

» Definitionsbereich:

» Symmetrie:

» Nullstelle(n) und Ordinatenabschnitt

» Verhalten an den Definitionsliicken:

N



Differenzialrechnung

I—17 Gebrochenrationale Funktionen
L17.2 Kurvendiskussion

» Definitionsbereich:

» Symmetrie:

» Nullstelle(n) und Ordinatenabschnitt

» Verhalten an den Definitionsliicken:

» Asymtptotisches Verhalten




Differenzialrechnung

I—17 Gebrochenrationale Funktionen
L17.2 Kurvendiskussion

» Definitionsbereich:

» Symmetrie:

» Nullstelle(n) und Ordinatenabschnitt

» Verhalten an den Definitionsliicken:

» Asymtptotisches Verhalten




Differenzialrechnung

|—17 Gebrochenrationale Funktionen
|—17.2 Kurvendiskussion

» Ableitungen:

DA



Differenzialrechnung

|—17 Gebrochenrationale Funktionen
|—17.2 Kurvendiskussion

» Ableitungen:

DA



Differenzialrechnung

|—17 Gebrochenrationale Funktionen
|—17.2 Kurvendiskussion

» Extrempunkte:

DA



Differenzialrechnung

|—17 Gebrochenrationale Funktionen
|—17.2 Kurvendiskussion

» Extrempunkte:
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» Wendepunkte:

DA
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» Graph:

>
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|—18 Diskussion transzendenter Funktionen

Beispiel 18.1

Diskutiere die Funktion mit der Gleichung f(x) = (x +2)e™*.
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(a) Definitionsbereich:

(b) Symmetrie:

(c) Asymptotisches Verhalten:

(d) Ordinatenabschnitt und Nullstellen
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:

(a) Definitionsbereich:

(b) Symmetrie:

(c) Asymptotisches Verhalten:

(d) Ordinatenabschnitt und Nullstellen



Differenzialrechnung

|—18 Diskussion transzendenter Funktionen

(e) Ableitungen:
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(e) Ableitungen:

(f) Extrempunkte:
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(g) Wendepunkte:

DA
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(h) Graph:

y

A

>

=
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Beispiel 18.2

Diskutiere die Funktion mit der Gleichung f(x) =

5In(x)
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(a) Definitionsbereich:
(b) Symmetrie:
(c) Asymptoten:
(

d) Nullstellen und Ordinatenabschnitt:

u}
o)
I
i
it

DA
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(e) Ableitungen:

DA
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(g) Wendepunkte:
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(h) Graph:

y

A

=




	Die Taylor-Reihe
	Extrem- und Wendepunkte
	Begriffe
	Extrempunkte
	Die geometrische Deutung der 2. Ableitung
	Wendepunkte

	Kurvendiskussion ganzrationaler Funktionen
	Bestimmung ganzrationaler Funktionen
	Extremwertaufgaben
	Funktionenscharen
	Gebrochenrationale Funktionen
	Polynomdivision
	Kurvendiskussion

	Diskussion transzendenter Funktionen

