Einfache lineare Regression

Theorie



Das Modell
Gegeben: n Datenpaare (x;,y;) miti=1,...,n

Gesucht: Funktion y(x) = ax + b, so dass die Summe der
quadrierten Abweichungen

n n

da,b) =" (vi— 9(x))> = 3 (vi — (ax; + b))

i=1 i=1

minimal wird.

y
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Yil----------- )/) = ax + b
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Ein paar Rechenregeln fiir Summen

n

n n
(S1) ZX,' + ny = Z(Xi + i)
i=1 i=1 i=1
3 3
ZX;—Fny =(xi+x+x3)+01+y:+ys3)
i=1 i=1

=0a+y)+0e+ty)+(ety)= Z(x,- +yi)

i=1

(52) zn:ax,- = azn:x,-
i=1 i=1

3 3
E ax,-:ax1+axz+a><3:a(x1+X2+X3):aE X

i=1 i=1

B 1 n B n
(S3) x= n;x,- = nx:;x,-
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In welchen Punkten hat der Graph (Hyperfliche) eine horizontale
Tangentialebene?
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Beispiel

f(x,y) =3x>+y?> +4xy —2x +2y +5

of(x,y)

“ox = 6x +4y — 2

OFY) o taxo
Oy

In welchen Punkten hat der Graph (Hyperfliche) eine horizontale
Tangentialebene?

6x+4y —2=0 x = -3

= = P(-3,5)
2y +4x+4+2=0 y=5

Die Frage, ob es sich um einen Hoch- oder um einen Tiefpunkt
handelt ist in der mehrdimensionalen Fall etwas komplizierter zu
beantworten und wird hier nicht behandelt.



Ausmultiplizieren der Quadrate
Kann weggelassen werden, wenn unten mit der Kettenregel differenziert wird.
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Ausmultiplizieren der Quadrate
Kann weggelassen werden, wenn unten mit der Kettenregel differenziert wird.

d(a,b) 23" (v — (axi + b))*  [2. binomische Formel]
i=1
= Z (y,-2 —2yi(ax; + b) + (ax;i + b)2)

i=1
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Ausmultiplizieren der Quadrate
Kann weggelassen werden, wenn unten mit der Kettenregel differenziert wird.

d(a,b) 23" (v — (axi + b))*  [2. binomische Formel]
i=1

= (v’ —2yi(axi + b) + (axi + b)?)
i=1

= Zy,-z — Z 2yi(ax; + b) + Z(ax,— + b)*> [1. binom. Formel]
i=1 i=1 i=1

= Zy’? - 2Z(ax,-y; + by:) + 2(32x,-2 + 2abx; + b°)
i=1 i=1 i=1
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Ausmultiplizieren der Quadrate
Kann weggelassen werden, wenn unten mit der Kettenregel differenziert wird.

d(a,b) 23" (v — (axi + b))*  [2. binomische Formel]
i=1

= (v’ —2yi(axi + b) + (axi + b)?)
i=1

= Zy,-z — Z 2yi(ax; + b) + Z(ax,— + b)*> [1. binom. Formel]
i=1 i=1 i=1

= Zy’? - 2Z(ax,-y; + by:) + 2(32x,-2 + 2abx; + b°)
i=1 i=1 i=1

= iy,? 72iax,-y,- - 2iby,— +ia2x,-2 +i23bx,- +Zn:b2
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
n n n n n
= Zy,? — QQZx;y,- — 2be,- + 32Zx,-2 + ZQbZX; + nb?
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
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Partielle Ableitungen
d(a,b) 2> )2 —2a> xyi— 26> yit+ @S 5 +2ab> x4 nb?
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
Leite (1) jeweils partiell nach a und nach b ab.
0d(a,b) @ ~~_ ~ -
2 ZZ;X,y, +2aiz:1:x,- +2b,ZZ;XI

od(a, b) (3) . .
b :—2;y;+2a;x;+2nb
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Minimierung

(2) und (3) miissen 0 werden.
23 xyi+2a> 26> x 2o
i=1 i=1 i=1

—zzn:y;+2azn:x,-+2nb@o
i=1 i=1

Dividiere in (4) und (5) beide Seiten durch 2 und bringe die nicht von a und b
abhidngigen Summanden auf die rechte Seite.

azn:x,-2 + bix,- © Zn:Xiyi
i=1 i=1 i=1
n n
a Z X;i + nb @ Z Yi
i=1 i=1



Losen des Gleichungssystems

aE x,+nb E (ig) nax + nb = ny
i=1
ax+b=y = bi

m
X



setze (8) in (6) ein und I8se nach a auf:



setze (8) in (6) ein und I8se nach a auf:

aix,-2 + - a?)ix,— = ixi)/i
i—1 i—1 i—1



setze (8) in (6) ein und I8se nach a auf:
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setze (8) in (6) ein und I8se nach a auf:
aZX,-2 +(y— a?)ZX,— = Zx,y,-
. i=1 ) I:nl l:nl
aZx,? +?ZX,' — a?Zx,- = ZX,'_)/,‘
i=1 i=1 i=1 i=1
aix,-2 — a?ix,- = ix,-y,- fyix,-
i=1 i=1 i=1 i=1



setze (8) in (6) ein und I8se nach a auf:
n n n
2D A=) Y%= xi
i=1 i=1 i=1
n n n n
D BERED S DI St
i=1 =1 i=1 i=1
n n n n
DILES SEHD pOEE) ot
i=1 i=1 i=1 i=1
n n n n
(3] =Sy 3o
i=1 i=1 i=1 i=1



setze (8) in (6) ein und I8se nach a auf:
aZx,-2 +(y— a?)ZX,— = Zx,y,-

. i=1 ) I:nl /:nl
aZx,? +?ZX,' — a?Zx,- = ZX,'_)/,‘

i=1 i=1 i=1 i=1
aix,-2 — a?ix,- = ix,-y,- fny,-

i=1 i=1 i=1 '

i=1
n n n n
a ZX,-Zfa?ZX,' :Zx,-y;fYZX,-
i=1 i=1 i=1 i=1

n n n
ZX;y,'—y/ZX,' ZX,'_)/,‘—HY_T/
3 9 i=1 i=1 i=1
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setze (8) in (6) ein und I8se nach a auf:
aZx,-2 +(y— a?)ZX,— = Zx,y,-
. i=1 ) I:nl /:nl
aZx,? +?ZX,' — a?Zx,- = ZX,'_)/,‘
i=1 i=1 i=1 i=1
aix,-2 — a?ix,- = ix,-y,- fny,-
i=1 i=1 i=1 i
a <ix,-2 — axix,-) = ix,-y,- 7?ZX,'
i= i=1 i=1 i
n n
Zx,y,—?Zx,- Zx,-y,-—n??
29 9) i=1 i=1 i=1

n = n
2 — 2 =2
Xi — X Xi X;i —nx
i=1 i=1 i=1

Wir werden das Resultat dem Verschiebungsatz noch anders darstellen.
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n n

D (i —x)P =D (F - 2xx+ %)

i=1 i=1

n n n
=3 7= i+ Y X
i=1 i=1 i=1
n n n
:E X,~2—2YE X,'—I—E %2
i=1 i=1 i=1

n
= E x,-2—2?ni—|-ni2
i=1

n
= g x? — 2nx* + nx°
i=1

n
V1 .
= x? — nx?

i=1
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Y (i —X)yvi =) = _(xiyi — xi¥ — Xyi + XY)
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n n n n
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i=1 i=1 i=1 i=1
n n n
= ZXIYI —YZX/' —?Zy,' +nxy
i=1 i=1 i=1

n
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Y (i —X)yvi =) = _(xiyi — xi¥ — Xyi + XY)

i=1 i=1

77 n n n
= in)/i - ZX:'Y - ZY)/,' + 277
i=1 i=1 i=1 i=1
n n n
= ZXIYI —YZX/' —?Zy,' +nxy
i=1 i=1 i=1

n
= Xy;—ynx—xny+nXy
i=1

n
= Xiyi — 2Xy + nXy
i=1



n n

Y (i —X)yvi =) = _(xiyi — xi¥ — Xyi + XY)

i=1 i=1

77 n n n
= in)/i - ZX:'Y - ZY)/,' + 277
i=1 i=1 i=1 i=1
n n n
= ZXIYI —YZX/' —?Zy,' +nxy
i=1 i=1 i=1

n
= Xy;—ynx—xny+nXy
i=1

n
= ZX;}/,' —2Xy +nXy
i—1
n
V2 _
=) xy; — nxy
i—1



Setze V1 und V2 in den Nenner und Zahler von (9) ein:
> xiyi—nxy > (xi—X)(yi—Y)
(9) i=1 i

a= n
Zx,? — nx? Z(x,- —x)?
i=1




Zusammenfassung
Die Koeffizienten a und b der Funktion
y(x)=ax+b

welche die Summe der quadratischen Abweichungen minimieren,
haben die folgende Form:

n

S (6 =R —7)
i=1
a= -
>_i—x)?
i=1
b=y —ax

wobei X und y die Mittelwerte der Koordinaten der gegebenen
Datenpunkte sind.



