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Laufzeitkomplexitat

Aufgabe 1

Beschreibe das Modell, mit dem die Komplexitdt von Algorithmen
mit der O-Notation gemessen wird.
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Aufgabe 1

Das Modell geht davon aus, dass ein Algorithmus fiir seine
Ausfiihrung eine von der Problemgrosse n abhangige Anzahl
elementarer Verarbeitungsschritt bendtigt.

Nehmen wir vereinfachend an, dass jeder solche
Verarbeitungsschritt gleich viel Zeit bendtigt, so ist die Laufzeit
T(n) des Algorithmus proportional zu der Gesamtzahl dieser
Schritte.

T(n) € O(f(n)), wenn es eine Funktion f(n) gibt, so dass

lim T(n)
n—oo f(n)

< 00

in Worten: T (n) wichst fiir grosse n nicht schneller als f(n).
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Aufgabe 2

Bestimme die minimale Laufzeitklasse O(f(n)), in welcher der
Algorithmus mit der Anzahl elementarer Rechenschritte T(n) liegt,
wobei n fiir die Problemgrosse steht.

(a) T(n)=4n?+2n+5n+1

(b) T(n)=5-3""1

(c) T(n)=27

(d) T(n) = (4n*+3)(5n — 4)(7n® — 6)
(e) T(n)= logy(4n?)



Laufzeitkomplexitat

Aufgabe 2

(a) T(n)=4n*>+42n+5n+1¢ O(n®)

DA
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Aufgabe 2

3 2

2
fim ST AR iy (5+f+
n—oo n n—o0 n

1 —_—
F'ﬁ‘ﬁ =5< o0

(a) T(n)=4n*>+2n+5n+1¢ O(nd)
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Aufgabe 2

. 5 4+4n*+2n+1
lim =
n—oo

. ( 4 2 1
3 lim
n n—oo

(a) T(n)=4n*>+2n+5n+1¢€ O(n?)
5+;+ﬁ+ﬁ>:5<00
(b) T(n)=5-3""1=5.3".3"1=23.3"¢ O(3")
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Aufgabe 2
(a) T(n)=4n*>+2n+5n+1¢€ O(n?)

3 2 2 1
fim 2T AT F20H L (5+f+—2+—3>:5<oo
n n n

n— oo n3 n— 00
(b) T(n)=5-3"1=5.3".3"1=2.3"¢c O(3")
im53" = lim (5~3_1):g<oo

u}
o)
I
i
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Laufzeitkomplexitat

Aufgabe 2
(a) T(n)=4n*>+2n+5n+1¢€ O(n?)

3 2 4 2 1
SmtAn 2+l p (51420 5o
n n? n3

lim

n— oo n3 n— 00
(b) T(n)=5-3"1=5.3".3"1=2.3"¢c O(3")
Iim53" :in;o(5-3_l):g<oo

(c) T(n) =27 € O(1)
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Aufgabe 2
(a) T(n)=4n*>+2n+5n+1¢€ O(n?)

3 2
fim 2T AT F20H L <5+f+%+i3>:5<oo
n n n

n— oo n3 n— 00
(b) T(n)=5-3"1=5.3".3"1=2.3"¢c O(3")
im 5= Jm (637 = <0

(c) T(n) =27 € O(1)

lim 2T7:27<oo

n—o00
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Aufgabe 2
(a) T(n)=4n>+2n+5n+1€ O(n®)

3 2
4 2 1 . 4 2 1
S +Am +2n+ =lim (b+-+=5+ =) =5<x
n n

lim

n— oo n3 n— 00
(b) T(n)=5-3"1=5.3".3"1=2.3"¢c O(3")
jim T3 = i (537 = § <

(c) T(n) =27 € O(1)

lim 2T7:27<OO

n—o00

(d) T(n) = (4n® +3)(5n — 4)(7n®> — 6) € O(n®)

u}
o)
I
i
it



Laufzeitkomplexitat

Aufgabe 2
(a) T(n)=4n?+2n+5n° +1€ O(n)
3 2
5n° +4n +2n+1: lim <5+ﬂ+%+i3>:5<oo
n n n

nll[go n3 n—oo

(b) T(n)=5-3""1=5.3".3"1=23.3"¢ O(3")
. 5.371 1,5
Jm T = fim (537 =g <

(c) T(n)=27¢ O(1)
ILm 2T7 =27 < o0

(d) T(n) = (4n® +3)(5n — 4)(7n®> — 6) € O(n®)

(e) Logarithmengesetze:
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Aufgabe 2
(a) T(n)=4n*>+2n+5n+1¢€ O(n?)
2 1

3 2
lim 2T T4 AL (5+i+7+—3>:5<oo
n n n

n—o0 n3 n—o00

(b) T(n)=5-3"1=5.3".3"1=2.3"¢c O(3")

n—1
fim 23 fim (5~3_1):§<oo

n—s o0 n n— o0 3

(c) T(n)=27€ 0(1)

lim 2T7:27<OO

(d) T(n) = (4n® +3)(5n — 4)(7n®> — 6) € O(n®)
(e) Logarithmengesetze:

T(n) = logy(4n?) = logy(4) + 2logy(n) € O(log,(n))
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Aufgabe 3

Warum liegt T(n) = log,(n) in O(logo(n))?
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Aufgabe 3

Basiswechsel: log,(x) =

log,(x)

log,(a)

fiir alle Basen a, b >0 und a,b# 1
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Aufgabe 3
Basiswechsel: log,(x) = %

fiir alle Basen a, b >0 und a,b# 1
lo n
T(n) =logy(n) = g10(")

1
|0g1o(2) B Iog10(2)
N——

const.

-logyg(n) € O(logyo(n))



Laufzeitkomplexitat

Aufgabe 4

In welcher Komplexitétsklasse befindet sich T1(n) - T2(n) - T3(n),
wenn T1(n) € O(n3) und Ta(n) € O(n*) und T3(n) € O(n) gilt?
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Aufgabe 4
T1(n) - To(n) - T3(n) € O(n* - n* - n)



Laufzeitkomplexitat

Aufgabe 5

In welcher KompIeX|tatskIasse befindet sich Ty(n)+ Tg(n) + T3(n)
wenn T1(n) € O(n%), Ta(n) € O(n?) und T3(n) €

O(n

) gilt?
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Aufgabe 5

T1(n) + To(n) + T3(n) € O(max{n®, n?, n*}) = O(n*)



Laufzeitkomplexitat

Aufgabe 6

Fiir welchen Wert ng € N gilt T1(n) < Ta(n) fiir alle n > no?
(a) Ti(n) =100-n, Tp(n) =0.1-n?

(b) Ti(n) =1000-2", Tp(n) = 4"
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Aufgabe 6
(a) Ti(n) =100-n, Tp(n) =0.1-n?
T1(n) = Tg(n)

100-n=0.1-n?
0=0.1-n*>—-100n || -10
0 = n?® — 1000n
0 = n(n — 1000)
np =0 keine sinnvolle Losung
np = 1000

Moral: ein Velo ist grundsatzlich langsamer als ein Auto, auch wenn es im

unteren Geschwindigkeitsbereich das Auto iiberholt.
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(b) Ti(n) =1000-2", To(n) = 4"

Tl(n) = Tg(n)

1000 - 2" = 4"

4n
1 = —
000 o

4\"
1 = | — — 2"
000 (2)

n=10 (denn 210 — 1024)



Laufzeitkomplexitat

Aufgabe 7

Eine Implementation eines Algorithmus' hat eine
Laufzeitkomplexitit von O(n®) und benétigt etwa 20 us fiir das
Losen eines Problems der Grésse n = 100. Bestimme die ungefiahre
Laufzeit fiir ein Problem der Grosse n = 200.
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Aufgabe 7

T(100) = C - 1003 = 20 us (x) [C ist ein Proportionalititsfaktor]
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Aufgabe 7

T(100) = C - 1003 = 20 us (x) [C ist ein Proportionalititsfaktor]

T(200) = C-200% = C-(2-100)3 = 23.C-1003 ) 8-20 us = 160 us



Laufzeitkomplexitat

Aufgabe 7
T(100) = C - 1003 = 20 us (x) [C ist ein Proportionalititsfaktor]
T(200) = C-200% = C-(2-100)3 = 23.C-1003 ) 8-20 us = 160 us

Allgemein: In O(n®) bewirkt das Verdoppeln der Problemgrosse
eine Verachtfachung der Laufzeit.
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Aufgabe 7
T(100) = C - 1003 = 20 us (x) [C ist ein Proportionalititsfaktor]

T(200) = C-200% = C-(2-100)3 = 23.C-100° ) 8-20 us = 160 us

Allgemein: In O(n?) bewirkt das Verdoppeln der Problemgrésse
eine Verachtfachung der Laufzeit.

Wir hatten auch die erste Gleichung nach C auflésen und diesen Wert in die
zweite Gleichung einsetzen konnen. Meist lasst sich die Rechung jedoch in der

oben beschriebenen Weise ,, kurzschliessen”.



Laufzeitkomplexitat

Aufgabe 8

Eine Implementation eines Algorithmus' hat eine
Laufzeitkomplexitat von O(2") und bendtigt etwa 105 fiir das
Losen eines Problems der Grésse n = 200. Bestimme die ungefiahre
Laufzeit fiir ein Problem der Grosse n = 205.



Laufzeitkomplexitat

Aufgabe 8

T(200) = C - 2290 = 105 (x)

DA



Laufzeitkomplexitat

Aufgabe 8

T(200) = C - 2290 = 105 (x)

T(205) = C-2°% = C.2%0.2°



Laufzeitkomplexitat
Aufgabe 8
T(200) = C - 2200 = 1055 ()
T(205) = C -2%0% = C.2200.25
)

10s-32 =320s



Laufzeitkomplexitat

Aufgabe 8
T(200) = C - 2200 =105 (%)
T(205) = C-2%0° = C.2290. 25

“) 10s.32 = 3205

Allgemein: In O(2") bewirkt eine Vergrosserung der Problemgrésse
um k eine Vergrésserung der Laufzeit mit dem Faktor 2. Daher
sagt man bei Algorithmen mit exponentiellen (und h&heren)
Laufzeitkomplexitaten, dass das Problem (mit diesem Algorithmus)
nicht handhabbar sei.



Laufzeitkomplexitat

Aufgabe 9

Eine Implementation eines Algorithmus' hat eine
Laufzeitkomplexitdt von O(log, n) und benétigt etwa 5 fiir das
Losen eines Problems der Grosse n = 103. Bestimme die ungefihre
Laufzeit fiir ein Problem der Grésse n = 10°.
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Aufgabe 9

T(10%) = Clog,(10%) = 55 (*)

DA
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Aufgabe 9

T(10%) = Clog,(10%) =55 (%)

T(10%) = Clog,(10°) = Clog, ((10%)?)
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Aufgabe 9

T(103) = Clogy(10%) = 55 (%)
T(10%) = Clog,(10°) = Clog, ((10%)?)

=2 Clog,(10®) Logarithmengesetze



Laufzeitkomplexitat

Aufgabe 9
T(103) = Clogy(10%) = 55 (%)
T(10%) = Clog,(10°) = Clog, ((10%)?)
=2 Clog,(10®) Logarithmengesetze

(*:)2-552105

Allgemein: quadriert man die Problemgrosse eines logarithmisch
wachsenden Algorithmus, so verdoppelt sich die Laufzeit.



Laufzeitkomplexitat

Aufgabe 10

Eine Implementation eines Algorithmus' hat eine
Laufzeitkomplexitat von O(n!) und bendtigt etwa 50 ms fiir das
Losen eines Problems der Grosse n = 19. Bestimme die ungefahre
Laufzeit fiir ein Problem der Grosse n = 20.



Laufzeitkomplexitat

Aufgabe 10

T(19) = C - 19! = 50 ms (x)

DA



Laufzeitkomplexitat

Aufgabe 10

T(19) = C - 19! = 50 ms (x)

T(20) = C - 20!
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Aufgabe 10

T(19) = C - 19! = 50 ms (x)

T(20) = C-20! = C-20- 19!
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Aufgabe 10

T(19) = C - 19! = 50 ms ()

T(20) = C-201=C-20-19! =20 C - 19!
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Aufgabe 10

T(19) = C- 19! = 50 ms (%)

T(20)=C-20!=C-20-191 =20 C - 19!
©

=20-50ms=1000 ms=1s
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Aufgabe 10
T(19) = C - 19! = 50 ms ()

T(20) = C-201 = C-20-19! = 20 - C - 19!
®) 50 .50 ms = 1000 ms = 1

Allgemein: Vergrossert man ein faktoriell wachsendes Problem der
Grosse n um eine weitere Eingabe, so vergrossert sich die Laufzeit
mit dem Faktor n+ 1.
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Aufgabe 11

Bestimme die Komplexitatsklasse des Python Code-Fragments in
Abhangigkeit des Parameters n, der die Lange der Liste A

beschreibt:
1 8=0
2 for i in range(0, n):
3 s += A[i]

u}
o)
I
i
it
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Aufgabe 11

1 8s=0
2

3

s += A[il

Zeile Kosten

for i in range(0, n):

Anzahl




Laufzeitkomplexitat
Aufgabe 11
1 =0
> for i in range(O, n)
3 s += A[il
Zeile Kosten Anzahl
1 c 1
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Aufgabe 11
1 =0
> for i in range(O, n)
3 s += A[il
Zeile Kosten Anzahl
1 c 1
2 c n



Laufzeitkomplexitat
Aufgabe 11
1 =0
> for i in range(0, n):
3 s += A[i]
Zeile Kosten Anzahl
1 c 1
2 c n
3 2c n



Laufzeitkomplexitat
Aufgabe 11
1 =0
> for i in range(O, n)
3 s += A[i]
Zeile Kosten Anzahl
1 c 1
2 c n
3 2c

n
T(n)=c+3c-n



Laufzeitkomplexitat
Aufgabe 11
1 =0
> for i in range(O, n)
3 s += A[i]
Zeile Kosten Anzahl
1 c 1
2 c n
3 2c

n

T(n)=c+3c-nec O(n)
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Aufgabe 12

[ B N N

Bestimme die Komplexitatsklasse des Python Code-Fragments in
Abhangigkeit des Parameters n:

i n

s =0

while i > 0
s=s+1
i=1i// 2

u}
o)
I
i
it
N
»
?



Laufzeitkomplexitat

Aufgabe 12

1 1=n

> 8 =0

3 while i > O:
4 s =s +1
5 i=1i//2

Zeile Kosten Anzahl

DA

u}

o)
I
i

it
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Aufgabe 12

1 i=n

> 8 =0

3 while i > O:
4 s =s +1
5 i=1i//2

Zeile Kosten Anzahl

1 c 1

DA
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Aufgabe 12

i > 0:
s +1

i// 2

1S I N R
g .
(=g
(4 1]
=
n o
In =

[N
I

Zeile Kosten Anzahl
1 c 1
2 c 1

DA

u}

o)
I
i

it
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Aufgabe 12

1 1=n

> 8 =0

3 while i > O:
4 s =s +1
5 i=1i//2

Zeile Kosten Anzahl

1 c 1
2 c 1
3 2c log,(n)

DA

u}

o)
I
i

it
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Aufgabe 12

i > 0:
s=s+1

i// 2

o B w N -
g .
=
P 1
'_I

- o

I p

Zeile Kosten Anzahl

1 c 1
2 c 1
3 2c log,(n)
4 2c log,(n)

DA

u}

o)
I
i

it
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Aufgabe 12

1 1=n

> 8 =0

3 while i > O:
4 s =s +1
5 i=1i//2

Zeile Kosten Anzahl

1 c 1
2 c 1
3 2c log,(n)
4 2c log,(n)
5 2c log,(n)

DA

u}

o)
I
i

it



Laufzeitkomplexitat

Aufgabe 12

1 1 =n

> 8 =0

3 while i > O:

4 s =s +1

5 i=1i//2

Zeile Kosten Anzahl

1 c 1
2 c 1
3 2c log,(n)
4 2c log,(n)
5 2c log,(n)

T(n) = 2c + 6¢logy(n)
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Aufgabe 12

1 1=n

> 8 =0

3 while i > O:
4 s =s +1
5 i=1i//2

Zeile Kosten Anzahl

1 c 1
2 c 1
3 2c log,(n)
4 2c log,(n)
5 2c log,(n)

T(n) = 2c+ 6¢logy(n) € O(log(n))
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Aufgabe 13

Bestimme die Komplexitatsklasse des Python Code-Fragments in
Abhangigkeit des Parameters n.

s =1
for i in range(0, n):
for j in range(0, n):
s = s + ixj

for k in range(0, 2n):
s =8 +k

N o o B~ W N R

u}
o)
I
i
it
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Aufgabe 13

s =1
for i in range(0, n):
for j in range(O, n):
s = 8 + ixj

AW N R

o1

6 for k in range(0, 2n):
7 s =8 +k

Zeile Kosten Anzahl

DA

u}
o)
I
i
it
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Aufgabe 13

s =1
for i in range(0, n):
for j in range(O, n):
s = 8 + ixj

AW N R

o1

6 for k in range(0, 2n):
7 s =8 +k

Zeile Kosten Anzahl
1 c 1

DA

u}
o)
I
i
it
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Aufgabe 13

s =1
for i in range(0, n):
for j in range(O, n):
s = 8 + ixj

AW N R

o1

6 for k in range(0, 2n):
7 s =8 +k

Zeile Kosten Anzahl
1 c 1
2 c n

DA

u}
o)
I
i
it
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Aufgabe 13

s =1
for i in range(0, n):
for j in range(O, n):
s = 8 + ixj

AW N R

o1

6 for k in range(0, 2n):
7 s =8 +k

Zeile Kosten Anzahl

1 c 1
2 c n
3 c n?

DA

u}
o)
I
i
it
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Aufgabe 13

s =1
for i in range(0, n):
for j in range(O, n):
s = 8 + ixj

for k in range(0, 2n):
s =8 +k

N o o B~ W N R

Zeile

Kosten

Anzahl

Zeile Kosten Anzahl
1 c 1
2 c n
3 c n?
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Aufgabe 13

s =1
for i in range(0, n):
for j in range(O, n):
s = 8 + ixj

for k in range(0, 2n):
s =8 +k

N o o B~ W N R

Zeile Kosten Anzahl Zeile Kosten Anzahl
1 c 1 4 c 3n?
2 c n
3 c n?
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Aufgabe 13

s =1
for i in range(0, n):
for j in range(O, n):
s = 8 + ixj

for k in range(0, 2n):
s =8 +k

N o o B~ W N R

Zeile Kosten Anzahl Zeile Kosten Anzahl
1 c 1 4 c 3n?
2 c n 6 c 2n
3 c n?

u}
o)
I
i
it
N
»
?
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Aufgabe 13

1 s =1

> for i in range(0, n):

3 for j in range(O, n):

4 s = 8 + ixj

5

6 for k in range(0, 2n):

7 s =s8+k

Zeile Kosten Anzahl Zeile Kosten Anzahl

1 c 1 4 c 3n?
2 c n 6 c 2n
3 c n? 7 c 4n

u}
o)
I
i
it
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Aufgabe 13

1 s =1

> for i in range(0, n):

3 for j in range(O, n):

4 s = 8 + ixj

5

6 for k in range(0, 2n):

7 s =s8+k

Zeile Kosten Anzahl Zeile Kosten Anzahl

1 c 1 4 c 3n?
2 c n 6 c 2n
3 c n? 7 c 4n

u}
o)
I
i
it
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Aufgabe 13

1 s =1

> for i in range(0, n):

3 for j in range(O, n):

4 s = 8 + ixj

5

6 for k in range(0, 2n):

7 s =s +k

Zeile Kosten Anzahl Zeile Kosten Anzahl

1 c 1 4 c 3n?
2 c n 6 c 2n
3 c n? 7 c 4n

T(n) = c+7cn+ 4cn?

u}
o)
I
i
it
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Aufgabe 13

1 s =1

> for i in range(0, n):

3 for j in range(O, n):

4 s = 8 + ixj

5

6 for k in range(0, 2n):

7 s =s +k

Zeile Kosten Anzahl Zeile Kosten Anzahl

1 c 1 4 c 3n?
2 c n 6 c 2n
3 c n? 7 c 4n

T(n) = c+7cn+ 4cn? € O(n?)

u}
o)
I
i
it
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Aufgabe 14

N N

Bestimme die Komplexitatsklasse des folgenden Python
Code-Fragments.

a =4

b = ax*x*2
c=-b

d = (a+b)*c

u}
o)
I
i
it
N
»
?
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Aufgabe 14

1 a=4

2 b = axx2

3 ¢ =-b

4 d = (a+b)*c

Zeile Kosten

Anzahl
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Aufgabe 14
1 a=4
> b = a*x2
3 ¢ =-b
4 d = (a+b)*c
Zeile Kosten Anzahl
1 c 1
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Aufgabe 14
1 a=4
2 b = ak*x2
3 ¢ =-b
4 d = (a+b)*c
Zeile Kosten Anzahl
1 c 1
2 c 1
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Aufgabe 14
1 a=4
> b = a*x2
3 ¢ =-b
4 d = (a+b)*c
Zeile Kosten Anzahl
1 c 1
2 c 1
3 c 1
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Aufgabe 14
1 a=4
2 b = ax*x2
3 ¢ =-b
4 d = (atb)*c
Zeile Kosten Anzahl
1 c 1
2 c 1
3 c 1
4 c 1
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Aufgabe 14
1 a=4
2 b = ax*x2
3 ¢ =-b
4 d = (atb)*c
Zeile Kosten Anzahl
1 c 1
2 c 1
3 c 1
4 c 1
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Aufgabe 14
1 a=4
> b = a*x2
3 ¢ =-b
4 d = (a+b)*c
Zeile Kosten Anzahl
1 c 1
2 c 1
3 c 1
4 c 1
T(n) =4c
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Aufgabe 14
1 a=4
2 b = ax*x2
3 ¢ =-b
4 d = (atb)*c
Zeile Kosten Anzahl
1 c 1
2 c 1
3 c 1
4 c 1

T(n) = 4c € O(1)
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Aufgabe 15

Zu welcher (worst case) Komplexititsklasse O(?) gehoren die
folgenden Algorithmen?

Ein Element in einer unsortierten Liste der Lange n suchen.
Zwei (nx n)-Matrizen multiplizieren.

Eine n-elementige Liste mit Gnomesort sortieren.

Eine quadratische Gleichung I6sen.

Ein Element in einer sortierten n-elementigen Liste suchen.

Eine n-elementige Zufallsliste mit Quicksort sortieren.
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Aufgabe 15

(a) Ein Element in einer unsortierten Liste der Lange n suchen.
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Aufgabe 15

O(n)

(a) Ein Element in einer unsortierten Liste der Lange n suchen.
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Aufgabe 15

O(n)

(a) Ein Element in einer unsortierten Liste der Lange n suchen.

(b) Zwei Matrizen multiplizieren.
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