Differenzialgleichungen (Kapitel 7)
Ubungen



Bestimme die Losung des gegebenen Anfangswertproblems.



Aufgabe 7.1
Lose das AWP: y/ — y = 2xe®*; y(0) =1



Aufgabe 7.1
y/ —y = 2xe2x

u(x) = —1 und v(x) = 2xe>

G(x) = / v(x) - eV dx = /2x e? . e dx
= 2/xex dx T2 o(x — 1)

y(x) = (G(x)—i—C)e_U(X) = (2(x—1)e*+ C)e* = 2(x—1)e** + Ce*
Lésung des AWPs: y(0) =1

1=-24C
c=3

[, Al 4\ 2% | A_X



Aufgabe 7.2
Lose das AWP: y' + 2y = xe™2%; y(1) =0



Aufgabe 7.2

y +2y = xe”

u(x) =2 und v(x) = xe~

2x

2x

U(x):/u(x)dx:/2dx:2x

G(x) = / v(x) - U6 dx — / e 2. X dx / rdx

y(x) = (G(X) + C)e_U(X) — (%X2 + C) o—2x

Lésung des AWP: (y(1) = 0)

0=(1+C)e?

C=-

N~

y(x) = (

1

2

X2 + %) ef2x — % (X2 + 1) ef2x

1
§X

2



Aufgabe 7.3
Lose das AWP: xy’ +2y = x?> — x + 1 mit x > 0; y(1) = 1/2



Aufgabe 7.3
xy) +2y=x>-x+1 (x>0)
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Aufgabe 7.3
xy) +2y=x>-x+1 (x>0)

2 2 - x+1
normalisieren: y' + — y = XXt =x—-1+-—
X X

2 x2—x+1

u(x) = — und v(x) =

X

/u dx—/ dx = 2Inx = In(x?)
9= )

dX:/XZ_)H_l .eInX2dX

X
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xy) +2y=x>-x+1 (x>0)

X2—X+1_
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Aufgabe 7.3
xy) +2y=x>-x+1 (x>0)

X2—X+1_

. , 2 1
normalisieren: y' + —y = =x—-1+-—
X X

2 2 _ 1
fundv(x):$

X

u(x)dx = /idx =2Inx = In(x?)

/
G(x) :/v(x)-eU(X) dx:/m~e'”2 dx
/ x—x+1






= (6(x) + €) e "M dx

1 1 1
= <4X4— §X3+§X2+ C

) e~ In(x2)



(G(x) + C)-e Y dx

1 1
X232+ C

o
(
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ZX —§X +§X +C

) e~ In(x2)
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Lésung des AWP: y(1) = %



1
N <4X4 -3t C) e In0<)
1, 1
= <4X4 §X3 + §X2 + C> x~2
1, 1.1 C
le Loty

Lésung des AWP: y(1) = %

1 1 1
2 4 §+§+C = C_E






Aufgabe 7.4
2 COS X

Lése das AWP: y' + -y = —
b%s X

mit x > 0; y(7) =0



Aufgabe 7.4

, 2 cos x
Y+ Y=Ta
X X
2 cos x
== und -~
u(x) L un v(x) 2

S
=
I
—

2
u(x)dx:/dx:2|n\x| = In x?
X

v(x)-eU(X)dx:/COS2X-e'”X2dx:/COSX.x2dX

X X2

cos x dx = sin x

(G(x) + C)e Y™ dx = (sinx + C) e~ ")

= (sinx + C) x 2



Lésung des AWP: y(m) =0

0= (sinm+ C)m 2
0=(0+C)r?
C=0

2 sin x

y(x) =x"




Aufgabe 7.5
Lose das AWP: x3y’ +4x%y = e mit x #0; y(—1) =0



Aufgabe 7.5

X3y +4x%y = e™X

. 4
normalisieren: y' + —y = —
X

u(x) = 4 und v(x) = e’

X x3
4 4
U(x) = [ u(x)dx = ;dx:4|nx:|nx
G(x) :/V(X)eU(X) dX:/e_xe ") dx = ix4dx
x3 x3
= /xex dx = (—x—1)e™* (FTBS. 73)

(G ) —U(x) _ ((—X o 1)e—x + C)e—ln(x4)
( (x+1)e™ + C)X_4



Losung des AWP: y(—1) = 0:
0=(C+e' —e)(-1)™*
C=0

y(x) = —xe X —e ¥ =—(x+1)e ™~




Aufgabe 7.6
Lose das AWP: xy’ + (x + 1)y = x mit x #0; y(In2) =1



Aufgabe 7.6

xy'+(x+1)y =x
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xy'+(x+1)y =x

1
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X
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1
normalisieren: y’ + iy =1
X

1 1
u(x):Xj(_ :1+; und v(x) =1
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xy'+(x+1)y =x

1
normalisieren: y’ + iy =1
b%
x+1 1
- =1+~ undv(x)=1
u(x) x +un v(x)

U(x):/u(x)dx:/<1+)1<) dx = x + Inx
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xy' +(x+1)y =x

1
normalisieren: y’ + iy =1
X
x+1 1
u(x) X + x und v(x)

U(x):/u(x)dx:/<1+)1<) dx = x + Inx

G(X):/V(X)eU(X)dX:/]_,eXJrlndeZ/exelnde
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xy'+(x+1)y =x

1
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b%
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xy'+(x+1)y =x
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xy' +(x+1)y =x

1
normalisieren: y’ + iy =1
X
x+1 1
u(x) o + x und v(x)

U(x):/u(x)dx:/(l—k)l() dx = x+Inx
G(x):/v(x)eU(X) dx:/l-ex“"xdx:/exe'"xdx

= /eXXdX — (X— 1)ex

y(X) = [G(X) + C] e_U(X) dx = (XeX — e+ C)e—(x—l—lnx)



Aufgabe 7.6

xy' 4+ (x+1)y =
1
normalisieren: y’ + iy =1
X
x+1 1
= =14+ — und =1
u(x) x +un v(x)

U(x):/u(x)dx:/(l—k)l() dx = x+Inx
G(x):/v(x)eU(X) dx:/l-ex“"xdx:/exe'"xdx

= /exxdx = (x — 1)~

G ] —U(x) dx — (XeX — 4 C)e—(x—l—lnx)

= [&(
(Xe e 4 C)ee



Aufgabe 7.6

xy' 4+ (x+1)y =
1
normalisieren: y’ + iy =1
X
x+1 1
= =14+ — und =1
u(x) x +un v(x)

U(x):/u(x)dx:/(l—k)l() dx = x+Inx
G(x):/v(x)eU(X) dx:/l-ex“"xdx:/exe'"xdx

= /exxdx = (x — 1)~

G ] —U(x) dx — (XeX — 4 C)e—(x—l—lnx)

= [6(
(xe —e+ C)e™™ e InX — (x—l—i—Ce_X)x_1



Lésung des AWPs: y(In2) =1

1= (|n2—1+Ce—'“2)$



Lésung des AWPs: y(In2) =1

1= (|n2—1+Ce—'“2)$

In2=m2-1+C/2



Lésung des AWPs: y(In2) =1

1= (|n2—1+Ce—'“2)$

In2=m2-1+C/2
C=2

y(x) = (x =142 )x!




Aufgabe 7.7

Ein Schiiler hat sich fiir eine Priifung einen gewissen Wissensstoff
eingepragt. Mit der Zeit wird er einiges davon vergessen. Es sei
s(t) der Anteil des Stoffes, den er t Zeiteinheiten nach dessen
voller Meisterung noch im Ged&chtnis hat. Somit ist s(0) = 1.
Optimistischerweise wird man annehmen diirfen, dass er einen
gewissen Anteil des Stoffes (0 < b < 1) nie vergisst. Ferner wird
man den Ansatz wagen, dass zur Zeit t die Vergessensrate $(t)
proportional zu dem Prozentsatz des noch zu vergessenden Stoffes,
also zu s(t) — b, ist. Formuliere das zugehdrige
Anfangswertproblem, |6se es und skizziere die Losung. Sie wird
nach dem deutschen Psychologen HERMANN EBBINGHAUS
1850-1909 das Ebbinghaussche Vergessensmodell genannt.



Aufgabe 7.7
s(t) = —a(s(t) — b) = —as(t) + ab mit a > 0
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vergessen werden kann. Weil Vergessen eine Verkleinerung des
Wissensstoffs darstellt, ist das Vorzeichen negativ.
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Aufgabe 7.7
s(t) = —a(s(t) — b) = —as(t) + ab mit a > 0

Die Anderungsrate des Stoffes ist proportional zum Stoff, der
vergessen werden kann. Weil Vergessen eine Verkleinerung des
Wissensstoffs darstellt, ist das Vorzeichen negativ.

Normalform: §(t) + as(t) = ab
u(t)=a = U(t) :/adt—at
vit)=b = G(t)= /abeatdt et

S(£) = (G(£) + C)e U0 = (be 4+ C)e™t = bt Ceot
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AWP:  5(0) = 1
b+C=1
C=1-b

s(t)=b+ (1 — b)e



AWP:  5(0) = 1
b+C=1
C=1-b




Aufgabe 7.8

Zur Zeit t = 0 wird das Anlegen des Sicherheitsgurtes im Auto zur
Pflicht gemacht; die wackeren Biirger kommen jedoch diesem
Gesetz nicht sofort nach. b(t) sei der Bruchteil derjenigen, der es
zur Zeit t > 0 befolgt. Man wird annehmen, dass die Anzahl der
Gurtbenutzer mit einer Geschwindigkeit wachst, die proportional
zur Anzahl der noch vorhandenen Gurtmuffel ist. Formuliere das
entsprechende Anfangswertproblem fiir b(t) und I6se es.



Aufgabe 7.8
b(t) = a(1 = b(t)) = a— ab(t) mit o >0
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\
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Aufgabe 7.9
Es sei ein Newtonscher Abkiihlungsprozess gegeben:
ﬁ(t) =dJu+ (790 - ﬂu)e_kt mit Jy < Yo

In2
Auf welche Temperatur sinkt J(t) nach Ablauf der Zeit 7 = nT?



Aufgabe 7.9

’19<t+ |nk2> :19U—|—(’l90—19u) k(t+'"2)

= Jy + (9o —dy)e "2

=y + (Vo — ﬂu)e_kt e~ In2

=y + 3 (Yo — Du)e”

= 179U + 30y + 3 (Yo —Yu)e”
=29y + 3 [y + (Yo — Fu)e ]
= 30u + 39(t) = 3 (Vu +9(1))



Aufgabe 7.10

Alamagunther Tropfloch holt eine Flasche Bier aus seinem

7 °C-Kiihlschrank, in dem sie schon seit zwei Tagen steht. Er hat
sie noch nicht geoffnet, da stiirzt sein derangierter Bruder
Almansor ins Haus und verstrickt ihn ganze 90 Minuten lang in
eine hitzige Diskussion iiber die Zukunft des Ackerbaus am
Nordpol. All das spielt sich in dem Wohnzimmer ab, das der
energiebewusste Alamagunther auf der patriotischen Temperatur
von 19°C hilt. Dem Hausherrn schwant, dass sein vereinsamtes
Bier fiir Christenmenschen zu warm werden wird. Kaum hat
Almansor die Haustiir zugeschlagen, misst Alamagunther die
Temperatur des Gerstensaftes und stellt eine betriibliche
Uberhitzung desselben auf 15°C fest. Da er, wie jeder passionierte
Biertrinker, das Newtonsche Abkiihlungsgesetz kennt, schliesst er
daraus, dass er Bier mit Zimmertemperatur (19°C) etwa 3 Stunden
lang in seinen Kiihlschrank stellen muss, um es auf annehmbare
8°C zu bringen. Weise nach, dass er recht hat.
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Zuerst findet bei einer Umgebungstemperatur von 19°C wahrend
90 Minuten eine Erwarmung von 7°C auf 15°C statt:

I(t) =9y — (Jy — o)e
19°C — (19°C — 7°C)e*90 min-k _ 150C

_ e—%0mink _ 15°C—19°C  —4°C 1

19°C —7°C _ 12°C 3




Aufgabe 7.10

Zuerst findet bei einer Umgebungstemperatur von 19°C wahrend
90 Minuten eine Erwarmung von 7°C auf 15°C statt:

9(t) =y — (Jy — do)e
19°C — (190(: . YOC)efgomin-k — 15°C

_ o—90mink _ 15°C — 19°C  —4°C 1

19°C—7°C ~ 12°C 3

—90 min- 1
e 90m|nk:7

3 [| In



Aufgabe 7.10

Zuerst findet bei einer Umgebungstemperatur von 19°C wahrend
90 Minuten eine Erwarmung von 7°C auf 15°C statt:

I(t) =9y — (Jy — o)e
19°C — (19°C — 7°C)e20min'k — 15°C

Comimk  15°C—19°C  —4°C 1
— e — — —
19°C —7°C _ 12°C

—90mink _ 1
e 90 min-k _ —

3 [| In

1
—90min-k=In=
min n3



Aufgabe 7.10

Zuerst findet bei einer Umgebungstemperatur von 19°C wahrend
90 Minuten eine Erwarmung von 7°C auf 15°C statt:

I(t) =9y — (Jy — o)e
19°C — (19°C — 7°C)e20min'k — 15°C

Comimk  15°C—19°C  —4°C 1
— e — — —
19°C —7°C _ 12°C

. 1
e—90m|n~k — § H In
1
—90min-k=In=
min n 3

B In3
90 min




Danach wird das 15°C warme Bier im 7°C kalten Kiihlschrank
wahrend 180 Minuten gekiihlt:
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I(t) =Jy + (o — ﬂU)e_kt
9(180 min) = 7°C + (15°C — 7oc)efﬁ-180min
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Danach wird das 15°C warme Bier im 7°C kalten Kiihlschrank
wahrend 180 Minuten gekiihlt:

I(t) =Jy + (o — ﬂU)e_kt
9(180 min) = 7°C + (15°C — 7oc)efﬁ-180min
— 7OC + 80Ce—2|n3 70(: _|_ 80Ce|n 1

=7°C + -8°C ~ 7.89°C



Danach wird das 15°C warme Bier im 7°C kalten Kiihlschrank
wahrend 180 Minuten gekiihlt:

I(t) =Dy + (o — Py)e M
?¥(180 min) = 7°C 4 (15°C — 7°C)e*ﬁ-180min
= 7°C +8°Ce 23 = 7°C 4 8°Ce"s
=17°C + .8°C ~ 7.89°C

Das Bier hat nach 3 Stunden eine Temperatur von etwa 8°C.



Aufgabe 7.11

Nachdem sich 20 Personen langere Zeit in einem 150 Kubikmeter
Luft enthaltenden Raum bei geschlossenen Fenstern und Tiiren
aufgehalten haben, ist der Gehalt der Luft an Kohlendioxid (CO3)
auf 0.3% angestiegen. Jeder Anwesende atmet pro Minute etwa
1/4 Liter CO7 aus. Nun wird eine Beliiftungsanlage eingeschaltet,
die pro Minute 30 Kubikmeter Frischluft mit 0.03% CO5 in den
Raum blast, sofort mit der verbrauchten Luft vermischt und pro
Minute 30 Kubikmeter dieser Mischung aus dem Raum entfernt.

(a) Wie gross ist der Kohlendioxidgehalt K(t) der Raumluft ¢
Minuten nach dem Einschalten der Beliiftungsanlage?

(b) Auf welchen (ungefdhren) Bruchteil der urspriinglichen Menge
wird er schliesslich reduziert?
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K (t): Kohlen(stoff)dioxidgehalt zur Zeit t
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Normalform: K(t) + 0.2K(t) + 0.014

u(t)=02 = U(t)=0.2t
v(t) =0.014 = G(t)= /0.014e0'2tdt: 0.07e%2*

K(t) = (0.07e%2 + C)e 02t = 0.07 + Ce 0%

AWP:  K(0) = 0.45
0.07+ C =045
C=038

(a) K(t) =0.07 +0.38e7%2t  mit [K(t)] = m3

lime oo K(t)  0.07m?

(b) K©O)  045m3 010




Aufgabe 7.12

Die Luft einer Fabrikhalle von 17 600 Kubikmeter enthalte 0.15%
Kohlendioxyd (CO3). Wieviel Kubikmeter Frischluft mit 0.03%
Kohlendioxyd muss pro Minute zugefiihrt werden, damit nach 10
Minuten der CO,-Gehalt der Hallenluft auf 0.05% gesunken ist?
Die zugefiihrte Frischluft soll sich mit der Hallenluft sofort
vermischen, und diese Mischung soll in derselben Menge abgefiihrt
werden, wie die Frischluft zugefiihrt wird.
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Liftungsleistung: f in —
min

. K@)
COQ-Abehr durch Abluft: —m - f

CO2-Zufuhr durch Zuluft: f - 0.03% = 0.0003 - f

K(t)

176003 | f 4+0.0003 - f

K(t) =

f‘

Normalform: K(t) + 17600m3

K(t) = 0.0003f
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f f
ut)=17600 — YO =17500""

v(t) = 0.0003f =

G(t) = /0.0003fef/176°°'fdt — 5.28ef/17600:t

K(t) — (5.28ef/17600't + C)e—f/17600~t =528+ Ce—f/17600-t
AWP: K(0) =264 = 528+ C=264 = C=21.12
K(t) = 5.28 + 21.12¢~f/17600:t  mit [K(t)] = m3

K(10) = 8.8
5.28 +21.12¢ /1760 — g g
o /1760 _ 1/6
—£/1760 = In(1/6)
f=1760-In6 = 3153.5m>



