Differenzialgleichungen (6)
Ubungen



Aufgabe 6.1

Gib die allgemeine Lésung der DGL y’ = y sin x an.



Aufgabe 6.1

y' = ysinx
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y' = ysinx

d

d—i = ysinx
1
—dy =sinxdx
y

/ldy—/sinxdx
y

In|ly| = —cosx+ G

— eC1—cos><

ly|

y = :|:eC1 . @ Cosx



Aufgabe 6.1

y' = ysinx

d

d—i = ysinx
1
—dy =sinxdx
y

/ldy—/sinxdx
y

In|ly| = —cosx+ G

— eC1—cos><

lyl
y = :|:eC1 . @ Cosx

y = Ce— C0sX (C — :|:eC1)



Aufgabe 6.2
Gib die allgemeine Lésung der DGL y’ = 2x(1 + y?) an.
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Y =2x(1+y?)
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Yy =2x(1+y?)
dy . 2
o 2x(1+ y?)
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Y =2x(1+y?)
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1

dy = 2xdx

1+y2
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y X(1+y2)
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1
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y' =2x(1+y?)

dy )
— =2x(1+
dx x( %)

1
1+y2

1
d 2xd
/l—i-yy/xx

arctany = x> + C

dy = 2xdx

y = tan(x? + C)



Aufgabe 6.3

Ermittle die durch Py(0,0) gehende Lésungskurve der DGL
y'=—2x+1.



Aufgabe 6.3
y' = -2x+1
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y'=-2x+1
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y'=-2x+1
dy

T 1
dx X+

dy = (—2x + 1) dx

/1dy / —2x+1

y=—-x*+x+ C (allgemeine Lésung)
AWP: Py(0,0):0=0+0+C = C=0
Y0) =+ x



Aufgabe 6.4

Ermittle die durch Py(1,2) gehende Losungskurve der DGL
/
Yy =y/x
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y =2
X
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y =2

X

dy _y

dx x

1 1
—dy = —dx

X

G

‘ — e|n|x|+C1 — eIn |x] e

ly
y =G - |x] (ngecl)
y=C-|x| (C=+G)
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y =2

X

dy _y

dx x

1 1
—dy = —dx

X

G

‘ — e|n|x|+C1 — eIn |x] e

ly
y=xG-|x| (G= eCl)
y=C-|x| (C=+G)
AWP: xg =1, yg = 2:
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y =2

X

dy _y

dx x

1 1
—dy = —dx

X

|y‘ — e|n|x|+C1 — eIn |x] 'eCl

y =G - |x] (ngecl)

y=C-|x| (C==£G)
AWP: xg =1, yg = 2:
2=C-1=C=2
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y =2

X

dy _y

dx x

1 1
—dy = —dx

X

|y‘ — e|n|x|+C1 — eIn |x] 'eCl

y =G - |x] (ngecl)
y=C-|x| (C=+G)
AWP: xg =1, yg = 2:
2=C-1=C=2
y =2x



Aufgabe 6.5

Ermittle die durch Py(1, —1) gehende Lésungskurve der DGL
Y = (y/x)%
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AWP: xg =1, yo = —1:
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AWP: xg =1, yo = —1:




Aufgabe 6.6

Bestimme die Losung der DGL y’ = y°x + y? mit der
Anfangsbedingung y(0) = 1.



Aufgabe 6.6

y':y2x+y2
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y/ _ y2X +y2

dy 2
- 1
Ix y(x+1)
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y':yzx+y2
dy 2

7 1
5 =Y )

1
de:(x—kl)dx
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y':yzx+y2
dy 2
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1
— dy = (x +1)dx

y
/;dy—/(xﬂ)dx
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y':yzx+y2
dy
1
i =V
= (x+1)dx
/dy /x—i—l)dx
1
- X4 x+C

y 2
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vy = y?x + y?
dy 2

—_— 1
dx yx )

1
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vy = y?x + y?
dy 2

- = 1
I ye(x+1)

1



AWP: xg =0, yg = 1:



AWP: xg =0, yg = 1:

-1
l=—=C=-1
c =



AWP XO = 07 yo s 1:
-1

C=>

y:




Aufgabe 6.7

Bestimme die Lésung der DGL y’ = e welche die Bedingung
y(1) = 2 erfiillt.
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y/ — XY
dy &*
dx e

e¥dy = e dx

/eydy:/exdx

e =e+C

y =In(e*+ C)
AWP: xg =1, yop = 2:
2=In(e+C)=e*=e+C=C=¢e?—¢
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y/ — XY
dy &*
dx e

e¥dy = e dx

/eydy:/exdx

e =e+C

y =In(e*+ C)
AWP: xg =1, yop = 2:
2=In(e+C)=e*=e+C=C=¢e?—¢
y=In(eX+e>—e)



Aufgabe 6.8

Bestimme die durch P(0, a) gehende Losungskurve der
Differentialgleichung

y'=k-y
Dabei ist a beliebig und k positiv. Welche Bedeutung kommt dabei
den Konstanten a und k zu?
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Aufgabe 6.8

y'=k-y
dy
Yk
dx
dy = k- ydx
1
—dy = kdx
y
1
/dy:/kdx
y
Inly| =kx+ G
| = eota
y =+ . ea

y=C-e* (C=4e9)



AP (y=a,x=0):a=C-ek0=C= C=a



AP (y=a,x=0):a=C-ek0=C= C=a

y=a-ek



AP (y=a,x=0):a=C-ek0=C= C=a

y=a-ek

» Die Konstante k beeinflusst den Anstieg der Kurve
(Wachstumskonstante).

» Die Konstante a ist der Ordinatenabschnitt von y(x)
(Anfangswert bei t = 0).



Aufgabe 6.9

Gesucht ist die allgemeine Lésung der Differentialgleichung

j—); = kx(1 — x)

wobei k eine positive Konstante ist.
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dx
dt

kx(1 — x)
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1
dx = kdt
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dx

dt
dx = kx(1 — x)dt

= kx(1 — x)

1
x(1—x)

/X(ll_x)dx:/kdt

1 1
/ ( + ) dx = kt + C;  (Partialbruchzerlegung)

x 1—x

dx = kdt
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In

1 X ’ = kt + C;  (Logarithmengesetze)
— X



X
‘ — ekt+C]_ — eclekt

1—x
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— ekt+C]_ — eclekt
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x = G(1 — x)ekt = Geft — Coxekt



X
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X
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X
‘ — ekt+C]_ — eclekt

1—x
X
1—x

x = G(1 — x)ekt = Geft — Coxekt

= C2€kt (C2 = iecl)

X(]. + Cgekt) = Czekt

Czekt Czekt . e—kt
X = =

T 14 Crekt (1+ C2€kt) .e—kt




X
‘ — ekt+C]_ — eclekt

1—x
X
1—x

x = G(1 — x)ekt = Geft — Coxekt

= C2€kt (C2 = iecl)

X(]. + Cgekt) = Czekt

Czekt Czekt . e—kt
X = =
1 + C2ekt (1 + C2ekt) . efkt
G G- Gt

M1 G (e k+G) Gt



X
‘ — ekt+C]_ — eclekt

1—x
X
1—x

x = G(1 — x)ekt = Geft — Coxekt

= C2€kt (C2 = iecl)

X(]. + Cgekt) = Czekt

. Czekt B Czekt . e—kt
T 14 Crekt - (1+ Cgekt)-e*kt
e GG
e+ G (ek4+G) G
1 _
(C=G 1)

= 14 Cekt



AWP:t:Oundx:%:



AWP:t:OUhdx:%;

=—— = (=1
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AWP:t:OUhdx:%;

S=——= = C=1
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AWP:t:OUhdx:%;

S=——= = C=1
271



Aufgabe 6.10

Die positiven Zahlen k und a seien konstant. Bestimme die Lésung
der Differentialgleichung

v +k®x =0

deren graphische Darstellung durch Py(a,0) geht. Erklare die
Bedeutung der Konstanten k und a.
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v 4+ k’x =0
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v 4+ k’x =0

dy 2
>k

de X

ydy = —k®xdx

/ydy:—/kzxdx

1 1
y2:—*k2X2—C]_

2 2

-2



Aufgabe 6.10

yy'—l—k2X:0
dy 2
>k
de x
ydy = —k®xdx
/ydy:—/kzxdx
1 1
§y2:—§k2X2—C1 ” -2

V2= —k’x®> -2G
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v +k?x =0
dy 2
=—k
dx X
ydy = —k®xdx
/ydy:—/kzxdx

L 15>

—y = ——kx* - C
2V Tt T

V2= —k’x®> -2G

v+ k22 = 20

-2
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yy'—l—k2x:0
dy 2
>k
de x
ydy = —k®xdx
/ydy:—/kzxdx
1 1
§y2:—§k2X2—C1 ” -2

V2= —k’x®> -2G
v+ k22 = 20

y2+(kx)>=C  (wobei C =—-2(;)



AWP: xg = a, yo = O:



AWP: xg = a, yo = O:
0+ (ka)2=C = C=(ka)?



AWP: xg = a, yo = O:
0+ (ka)2=C = C=(ka)?
y? + (kx)? = (ka)?



AWP: xg = a, yo = O:
0+ (ka)2=C = C=(ka)?
y? + (kx)? = (ka)?

Dividiert man die partikuldre Lésung durch (ka)? und vertauscht
die Summanden, erhdlt man die Gleichung

X\ 2 ¥\2
ol LA
(a) + (ka)
die grafisch als Ellipse mit Mittelpunkt M(0,0) und den
Halbachsen a und ka gedeutet werden kann.



Aufgabe 6.11

Zwei chemische Substanzen der Anfangsmengen a und b reagieren
miteinander. Nach Ablauf der Zeit t haben die Mengen x beider
Substanzen miteinander reagiert; die Reaktionsgeschwindigkeit x
erfiillt die Differentialgleichung

x =k(a—x)(b—x)

mit einer von der Reaktion charakteristischen Konstanten k.
Bestimme x(t).



Aufgabe 6.11

Die korrekte (ausfiihrliche) Losung der beiden Fille ist derzeit noch
als ,,Challenge" ausgeschrieben. Fiir die Priifung ist eine Aufgabe

in diesem Umfang nicht relevant.

dx
i k(a—x)(b—x)
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Die korrekte (ausfiihrliche) Losung der beiden Fille ist derzeit noch
als ,,Challenge" ausgeschrieben. Fiir die Priifung ist eine Aufgabe

in diesem Umfang nicht relevant.

dx
1
I CEr R
Fall 1 (a

# b): Partialbruchzerlegung
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Die korrekte (ausfiihrliche) Losung der beiden Fille ist derzeit noch

als ,,Challenge" ausgeschrieben. Fiir die Priifung ist eine Aufgabe
in diesem Umfang nicht relevant.

d
dj = k(a—x)(b—x)
1
—————dx = kdt
(a—x)(b—x)
Fall 1 (a # b): Partialbruchzerlegung

1 _ A B
(a—x)(b—x) a—x b—x




Aufgabe 6.11

Die korrekte (ausfiihrliche) Losung der beiden Fille ist derzeit noch

als ,,Challenge" ausgeschrieben. Fiir die Priifung ist eine Aufgabe
in diesem Umfang nicht relevant.

d
dj = k(a—x)(b—x)
1
—————dx = kdt
(a—x)(b—x)
Fall 1 (a # b): Partialbruchzerlegung

1 _ A B
(a—x)(b—x) a—x b—x

1=A(b—x)+ B(a—x)




Aufgabe 6.11

Die korrekte (ausfiihrliche) Losung der beiden Fille ist derzeit noch

als ,,Challenge" ausgeschrieben. Fiir die Priifung ist eine Aufgabe
in diesem Umfang nicht relevant.

d
dj = k(a—x)(b—x)
1
—————dx = kdt
(a—x)(b—x)
Fall 1 (a # b): Partialbruchzerlegung

1 _ A B
(a—x)(b—x) a—x b—x

1=A(b—x)+ B(a—x)

1=(—A—B)x+ (bA+ aB)



Aufgabe 6.11

Die korrekte (ausfiihrliche) Losung der beiden Fille ist derzeit noch
als ,,Challenge" ausgeschrieben. Fiir die Priifung ist eine Aufgabe
in diesem Umfang nicht relevant.

d
djzk@—xﬂb—@
1
—————dx = kdt
(a—x)(b—x)
Fall 1 (a # b): Partialbruchzerlegung
1 A B

G—x)b—x) a—x  b—x

1=A(b—x)+ B(a—x)
1= (—A— B)x + (bA+ aB)

—-A—-B=0
bA+aB =1



Aufgabe 6.11

Die korrekte (ausfiihrliche) Losung der beiden Fille ist derzeit noch
als ,,Challenge" ausgeschrieben. Fiir die Priifung ist eine Aufgabe
in diesem Umfang nicht relevant.

d
djzk@—xﬂb—@
1
—————dx = kdt
(a—x)(b—x)
Fall 1 (a # b): Partialbruchzerlegung
1 A B

G—x)b—x) a—x  b—x

1=A(b—x)+ B(a—x)
1= (—A— B)x + (bA+ aB)

~A-B=0 _ ~A=8B
bA+aB =1 bA—aA=1



Aufgabe 6.11

Die korrekte (ausfiihrliche) Losung der beiden Fille ist derzeit noch

als ,,Challenge" ausgeschrieben. Fiir die Priifung ist eine Aufgabe
in diesem Umfang nicht relevant.

d
dj = k(a—x)(b—x)
1
—————dx = kdt
(a—x)(b—x)
Fall 1 (a # b): Partialbruchzerlegung

1 _ A B
(a—x)(b—x) a—x b—x

1=A(b—x)+ B(a—x)

1=(—A—B)x+ (bA+ aB)

“A-B=0 ~A=8B A=1/(b— a)
= =
bA+aB =1 bA—aA=1 B=—1/(b— a)



1 1 1 1
7 | st s [ = [k 16 2)



1 1 1 1
7 | st s [ = [k 16 2)
1 1
/a_xdx—/b_XdX—/k(b—a)dt




1 1 1 1
b_a/a_xdx—b_a/b_xdx:/kdt - (b—a)
1 1
/a_xdx—/b_XdX—/k(b—a)dt

—In(a—x)+In(b—x)=k(b—a)t+ G




1 1 1 1
b_a/a_xdx—b_a/b_xdx:/kdt - (b—a)
1 1
/a_xdx—/b_XdX—/k(b—a)dt

—In(a—x)+In(b—x)=k(b—a)t+ G
In(a—x)—In(b—x)=—k(b—a)t— G




1 1 1 1
b_a/a_xdx—b_a/b_xdx:/kdt - (b—a)
1 1
/a_xdx—/b_XdX—/k(b—a)dt

—In(a—x)+In(b—x)=k(b—a)t+ G
In(a—x)—In(b—x)=—k(b—a)t— G

a—X

I
nb—x

= —k(b — a)t -G



1 1 1 1
b_a/a_xw_b_a/b_xu:/km - (b—a)
1 1
/a_xdx—/b_XdX—/k(b—a)dt

—In(a—x)+In(b—x)=k(b—a)t+ G
In(a—x)—In(b—x)=—k(b—a)t— G

a—x
b—x
X —a
x—b

In = —k(b—a)t— G

_ e—k(b—a)te—Q




Aufgabe 6.12

Ein zylindrisches Gefdss mit Hohe h und Radius R ist mit Wasser
gefiillt. In der Grundflache befindet sich eine kreisférmige Offnung
mit Radius r.

>

Die momentane Hohe x des Wasserspiegels in Abhangigkeit von
der Zeit t erfiillt die Differentialgleichung

r2

x=—kyx mit k= ﬁ\/2g (g: Fallbeschleunigung)

Ermittle x(t) und die Ausfliesszeit, wenn zur Zeit t = 0 das Gefass
bis zum Rand gefiillt war.



Aufgabe 6.12
x = —ky/x
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dt Vx
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x = —ky/x
dx
=k
dt Vx
dx = —kdt

Sl -
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x = —ky/x
dx
=k
dt Vx
idx: —kdt

B

/x—édx:—k/ldt
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x = —ky/x
dx
=k
dt Vx
1
—dx = —kdt
X

/x—édx:—k/ldt

QX% = —kt + Cl
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x = —ky/x
d
o
\};dx: —kdt
/x—édx:—k/ldt
Ox7 = —kt+ G
x% = —Et—i-ECl

2 2
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x = —ky/x
d
o
\};dx: —kdt
/x—édx:—k/ldt
Ox7 = —kt+ G
x2 = —gt—i-%Cl



AWP: x(0) = h



AWP: x(0) = h
h=(C-02=C> = C=vh



AWP: x(0) = h

h=(C-02=C> = C=vh
2
g,

2
Losung: x(t) = (\f— % >



AWP: x(0) = h

h=(C-02=C*> = C=+vh
r? 2
Losung: x(t) = (\/E -

-t
2

r
Dabei wurde k = E\/Zg eingesetzt und der Faktor % unter die Wurzel gezogen.
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AWP: x(0) = h
h=(C-02=C> = C=vh

Losung: x(t) = (x/ﬂ— ;22\/%- t>2

2
r
Dabei wurde k = E\/Zg eingesetzt und der Faktor % unter die Wurzel gezogen.

Ausfliesszeit: Wasserstand h=0 = x(t,) =0



AWP: x(0) = h
h=(C-02=C> = C=vh

Losung: x(t) = (x/ﬂ— ;22\/%- t>2

2
r
Dabei wurde k = E\/Zg eingesetzt und der Faktor % unter die Wurzel gezogen.

Ausfliesszeit: Wasserstand h=0 = x(t,) =0

(f—r2 g-t)2:0

R2Y 2



AWP: x(0) = h
h=(C-02=C> = C=vh

Losung: x(t) = (x/ﬂ— ;22\/%- t>2

2
r
Dabei wurde k = E\/Zg eingesetzt und der Faktor % unter die Wurzel gezogen.

Ausfliesszeit: Wasserstand h=0 = x(t,) =0
r2 g 2
<\/> - ﬁ E . t) — 0
2

r- /g .
R22_\fh



AWP: x(0) = h
h=(C-02=C> = C=vh

Losung: x(t) = (x/ﬂ— ;22\/%- t>2

2
r
Dabei wurde k = E\/Zg eingesetzt und der Faktor % unter die Wurzel gezogen.

Ausfliesszeit: Wasserstand h=0 = x(t,) =0

(f—r2 g-t)2:0

R2V 2

r2 g

R2\ 5 t=Vh
t_R2 2h
-



Aufgabe 6.13

Bestimme alle Kurven mit der Eigenschaft, dass die Normale in
jedem Kurvenpunkt durch den Koordinatenursprung geht.
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Y —Y

Gleichung der Tangente t(x): y'(x) = e
— X0
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Gleichung der Tangente t(x): y'(x) = y— X
X — X0
-1 y—y

Gleichung der Normalen n(x):

y'(x%) x—xo
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Gleichung der Tangente t(x): y'(x) = y— X
X — X0
-1 y—y

Gleichung der Normalen n(x):

Y'(x0) x—xo

Fiir jeden Kurvenpunkt (xp, yo) muss gelten: (0,0) € G,



Aufgabe 6.13

Gleichung der Tangente t(x): y'(x) = y— X
X — X0
-1 y—y

Gleichung der Normalen n(x): — =
y'(x0) x—xo0

Fiir jeden Kurvenpunkt (xp, yo) muss gelten: (0,0) € G,
Bemerkungen:
> Statt yp hatte man deutlicher y(xo) schreiben kénnen.

» Nicht xo und yo miissen null gesetzt werden sondern x und y.






Da die Bedingung fiir jedes xg € D gelten muss, kdnnen wir die
DGL ohne den Index schreiben:



y'(x0) 0—xo
’ X0
— X —_ —
y( 0) Yo

Da die Bedingung fiir jedes xg € D gelten muss, kdnnen wir die
DGL ohne den Index schreiben:

y-y' =—x



Separation:

yy =-x
dy
Yax = %
ydy = —xdx
/ydy:—/xdx
1 1
2 = ta

y2 = —X2 +2C;

Xryr=C  (C=2G)



Separation:

yy'=—x

dy

— = —X
de
ydy = —xdx

/ydy: —/de

1 1
§y2=—§x2+C1

yi=—x2+2G
x> +y*=C (C=2G)
geometrische Deutung: Kreis mit M(0,0) und r = /C



