Kegelschnitte Losungen+ Ubungen

Aufgabe 1

(b) F=a>-VV = V=a*>-*=16-9=7

(c) F1(8,0) = e=8unda=15

c=a>-10V = bV =a*>-c2=225—64=161

72 2
el
225 + 161
Aufgabe 2
¢ Va2 —0b? a® — b? a’? b b?
a a a? a?  a? a?

b2
WegenaZb>Oist0<—2§1unddamit0§5<1.
a

b2
—2:1 = a=1»
a

Die Ellipse ist ein Kreis.
b2

e c=1 & —2:0 = b=0
a

Die Ellipse degeneriert zu einer Strecke.

(c) Skizze:

A F) =1.462-10%  AyF; =1.511-108



2a = A Ay

20 = 1.511 - 10% + 1.462 - 108
204 = 2.973 - 108

a = 1.4865 - 108

c=a—AF =245-10° = c=2<=0.0165
a

Aufgabe 3

Setze a = 4, x = 2 und y = 1 in die Koordinatengleichung der Ellipse ein:

22 12
pte=!
4 1
1—6+b—2—1
1.3
24
4
V= -
3
- 4 2 238
V3 V3 3
Aufgabe 4

Fiir ein Quadrat muss der Eckpunkt P gleiche Koordinaten haben.

Ya
\P(x,x)
=CL’
2 a2
4=
36 + 16
4% + 922 = 144
1322 = 144
1213
T3
24+/13
s =2xr = ~ 6.6560
13
Aufgabe 5

Setze die Gleichung der Geraden (y = 2z — 1) in die Gleichung der Ellipse (922 + 25y* =
225) ein:



92% + 25(2x — 1)* = 225
922 + 25(42* — 4o + 1) = 225
1092 — 100z — 200 = 0
r;=—-0971 = gy =-2943
Ty =1.889 = g =27T8

Py(—0.971, —2.943), P5(1.889,2.778)

Aufgabe 6

Setze yo = % in die Koordinatengleichung der Ellipse ein:

1\? 75 5v3
x3+25-(§) =25 = xﬁ:z = T =
2 2

2 2 z Yy
25y% = 2 4= =50b=1
x° + 25y 5 = 55 T 7 = a=29,

Setze a =5,b=1, ¢y = g\/g, Yo = % in die Tangentengleichung der Ellipse ein:

ZTol  YoYy

keI A |
25+ 1
5V 3
Vir .y - 10
2-25 2
t:2\/§x+5y:20
Yy
~—_ A
I~~~ P




Aufgabe 7

Entweder die Koordinatengleichung auf Normalform bringen:

2522 + 400y = 10¢ = x—2+y—2:1 = a=20,b=5
400 ' 25 ’

oder die Polarengleichung aus der gegebenen Gleichung herleiten:
25z0x + 400yoy = 10*° = t: zox + 1630y = 400
In diese Gleichung setzen wir den Punkt P(8,11) ein:

8r+ 176y =400 = x+22y=50 = p:x=>50-—22
Y

N

x‘/ '
Schneide die Polare mit der Ellipse:
25(50 — 22y)? + 400y* = 10*
(50 — 22y)? + 16y* = 400
2500 — 2200y + 484y* + 16¢* = 400
500y% — 2200y + 2100 = 0
5y — 22y +21 =0
h1=3 = x1=-—16
yo=14 = x5=19.2

By (3,—16) und By(1.4,19.2) in ¢ einsetzen:

A 16

P — —y =

V00" T 257

L L4192 LT I
P — Y = C——r— ——y =

2 400"~ 25 Y 250007 ~ 6257



Aufgabe 8

Ellipsengleichung auf Normalform bringen:

2

8

42% + 36y =144 = +

2
y
Y21 = 4=6b=2
A *=9

gl
D

\/P

/

Steigung der Tangente an eine Ellipse in einem Kurvenpunkt P(z,y):

vz N 1 4 x N 4
m=--—-- — —_ = —— . — = ——X
2y 4736y Y77
4
Setze y = —g® in die Ellipsengleichung ein:
4 2
42 + 36 (—533) =144
16
422 +36 - —a® = 144 -4
x°+ 81x Il
16
2+ —2*=36 | -9
9
922 + 162% = 324
252% = 324
Sr = +18
n=% = wm=-: = P(F -5
932:—% = yzz% = Pl(—%,g)

Da wir jetzt die Beriihrpunkte (Tangentenpunkte) kennen, konnen wir die Tangentenglei-
chung der Ellipse verwenden:

18 8 1 2

_ 1 f—r— 2y =1
536" 5.4 = it Y

18 +-8 | = oty tei 2,
— €T = . — —_ =
5.36° " 5.47 227107 5Y

Oder in der Steigungs-Ordinatenabschnitts-Form:

1 5)
tl:y:z$_§

1 5)
tgin—ZJZ—i‘i



Aufgabe 9

P(3,y) liegt sowohl auf der Gerade als auch auf der Ellipse. Daher setzen wir x = 3 in
die Geradengleichung (=Tangentengleichung) y = 0.6x — 5 ein:

y=06-3—-5=-32 = P(3,-32)

Um eine erste Gleichung fiir die Halbachsen a und b zu erhalten, setzen wir die Koordi-
naten des Punktes P(3,—3.2) in die Ellipsengleichung ein:

9 10.24
g—i— B =1 (1)

Die zweite Gleichung fiir a und b bekommen wir, indem wir die Tangentensteigung m = 0.6
zusammen mit den Koordinaten von P in die Gleichung fiir die Tangentensteigung der
Ellipse einsetzen:

= b =0.64a> (2)

Setzen wir (2) in (1) ein, ergibt dies

9 10.24
PR SR
9 1024 _
a2 0.64a2

9 16
P
25

2!
a=>5

a=>51in (2) einsetzen: b* =0.64-25=16 = b=4.
Aufgabe 10

(@) Y¥*=2pr = 16=8 = p=2 = =4z
(b) p/2=6 = p=12 = y*=2z

(c) p/2=25 = p=5 = ¢*=10x

Aufgabe 11

Ersetze x durch x — u: y* = 2p(x — u)

Aufgabe 12

Gleichung der um u verschobenen Parabel: y* = 2p(z — u)



(a) P(0,4) in y? = 2p(x + 4) einsetzen:

16 = 2p(0 + 4)
p:

= Y =4(x+4)

(b) P(6,3) in y* = 2p(x — 3) einsetzen:

Aufgabe 13

2 P
Ellipse: — + = =1
ipse 36 + 16

Parabel: y? = 4z

162% + 36y* = 576
162% + 36 - 4o = 576
22 +92—-36=0
(x—3)(z+12)=0

T, =3

o = —12  (unbrauchbar)
> =4-3=12 = y=42V3

S1(3,2v/3), S5(3, —2v/3)

Aufgabe 14

Parabel: y? =2z = p=1

=2 = yYp=2-10=4 = y=2>0

o = 2, Yo = 2 und p = 1 in die Tangentengleichung einsetzen:

u=1z+2)=2+2 = t:y=izx+1

Aufgabe 15

(a) Parabel: y* =2z (p=1)

P(—8,3) ¢ Parabel = Tangentegleichung = Polare

yoy=plr+x9) = 3By=x—-8 = g:y=



(z —8)?
9
(x —8)* =18z

22 — 162 + 64 = 18z

Parabel N Polare: =2z

2® — 34w + 64 =0
rn=2 = Y = —2
T9 =32 = Yo = 8
Tangentengleichungen yoy = p(x + x¢):
—2y=r+2 = tlzy:—%x—l

8y =x + 32 = t2:y2§x+4

(b) Tangentengleichung:
p PXo

yoy=plr+x9) = y=-—x+—7=mr+q
Yo Yo
Koeffizientenvergleich: m = P_2_ = yYy=1
Yo Yo
Parabelgleichung: y2 = 2pzy = 1=2z0 =
= P(3,1)
Aufgabe 16

Gleichung der Tangente im Punkt P(xq,yo):

p._ b
yoy =p(x+30) = y=-—1+—
Yo Yo

Koeffizientenvergleich mit der Geraden y = x + 2:

Bgl und

Yo Yo

P Zo (i)2

(1) in (2) einsetzen: 1 -2g =2 = 17 =2
o =21iny=x+ 2 einsetzen: yp =2+2 =4
Aus (1) folgt jetzt p =4

Gleichung der gesuchten Parabel: y? = Sx
Alternative Losung (Berithrbedingung verwenden)
(z+2)* = 2px
22+ 4+ 4 =2px
P+ (4-2p)x+4=0



Die Graphen 3? = 2pz und y = x + 2 haben genau einen Beriihrpunkt; also gilt D = 0.

(4—2p)?—4-1-4=0
16 — 16p + 4p* — 16 =0

4p* —16p =0
p(p—4) =0
p =10 nicht sinnvoll
p=4
= y~8x
Aufgabe 17
‘ . 22y
Koordinatengleichung der Hyperbel: il i 1

b
Asymptotengleichung der Hyperbel: y = -2
a

(a) a=3,b=2
22 P
H bel: — — = =1;
yperbel: 1 ;
2
Asymptote: y = j:gx

b) b=3,c=4 = a=-0P=16-9=7

22 P
H bel: — — = =1;
yperbe - 5 :
3 3T
Asymptote: y = +t—x =+—=x
ymp Yy \/? 7

Der Steigungsquotient der Asymptote wurde mit /7 erweitert, damit der Nenner wurzelfrei wird.

(c) P(4,0) und Q(5,3) liegen auf der Hyperbel

Setze = 4 und y = 0 in die Hyperbelgleichung ein:

16 0 16
=1 = a=4

—= : PR
a? b2 a?

Setze x = 5, y = 3 und a = 4 in die Hyperbelgleichung ein:

25 9 9 9
——==1 = === = b=4
16 2 2 16

x2 y2
Hyperbel: —— — ¥ —1
YPEPE: 16 T 16

4
Asymptote: y = j:Zx =+x



(d) Brennpunkt F(8,0), grosse Halbachse a = 6

Fi(c,0)=Fi(8,0) = ¢=38

bV =c*—a®>=064—36=28

2 2

T )
H bel: — — = =
YPEIRE 36 T 28
V28 2V 7
Asymptote: y = +——x = j:i—x = i\/—_x
6 6 3
Aufgabe 18
a? oy A0
H:=—-2 -1 = 22-2LY4
VLT 6 YT 16
2 2
Y ©) )
Hy:2? - % =1 R
2: X 1 = T ‘|‘4
2 2
. Y )
tze (2)in (1) ein: 1+ 2 — 2= =
Setze (2) in (1) ein —|—4 16
32
3y,
16
2
Y
—=1 = =14
16 Y
9 : . 16
Setzey:161n(2)em:x:1+zz5 = z=+V5
Hl N HQ = {<\/57 4)7 (\/57 _4)7 (_\/57 4)a (_\/57 4)}
Aufgabe 19
8_c_\/a2+b2_\/(12+l)2_ A+ Ja®  a®
a a Ve a2 Va2 b2
a2
= 1+b—2>\/1—|—021
Die Abschitzung mit > ist moglich, da a?/b? > 0 ist.
Aufgabe 20
2 2(*) IQ y2 b
250 —9y* =226 = ——=—=—=1 = a=3,b=5
v 9 25 “=

Die Steigung der Tangente im Hyperbelpunkt P(xp,yp) kann durch Umformung der

Tangentengleichung bestimmt werden.

rpt  YrYy

9 25

Yy _ TPT

25 9

-1 =

251‘13 25
—= T — —
Yyp yp

10



Aus dem Koeffizientenvergleich mit y = mx + ¢ ergibt sich:

25.1713 9
T e ST

Yp

Da P(zp,yp) € Hyperbel, miissen zp und yp (x) erfiillen:

92 ) ) 144 ) .
25 . T Y2 — 9y3 =225 = —%yp = 225 = keine Losung

Es gibt keine Hyperbelpunkte mit der Tangentensteigung m = 1.

Man hétte dies nach der Bestimmung von @ = 3 und b = 5 durch eine Testrechnung
vorwegnehmen kénnen:

5
Asymptote: y = j:g

Da die Steigung einer Tangente an die Hyperbel nicht kleiner als die Steigung der Asym-
ptote sein kann (siehe Abbildung), ist das Weiterrechnen unnétig.

Y
\\, /
\r </
NS s
\ v/
\ L
a @
I
/., A\
/. N\
/. S\
/II \\\

Aufgabe 21

Durch einen Koeffizientenvergleich zwischen den beiden Formen der Tangentengleichung

4 7 N 4 7 - 4 3 ]
= "y —— -y =— —r — =y =
Y7373 3° Y73 7t 7Y
und
4dxr 3y
@2 ]
lassen sich die Werte von ¢ und b bestimmen:
4 4 9
?Z? = a=7
3 3
= == b =
il = 7
22
= H: ——Z =1
7 7



Aufgabe 22
Einsetzen von y = 2x + ¢ in die Hyperbelgleichung;:

2z +q)*
A

42 — 9(2x + q)* = 36

2
T 1
9
4o — 9(4a” 4 4qz + ¢°) = 36
—322°% — 36qx — 9¢°> — 36 = 0
322% + 36gz + 9¢*> + 36 = 0
ar® + Br+v=0
... hat mindestens Losung, wenn D = 32 — 4ay > 0 gilt:
(369)* —4-32-(9¢° +36) >0
1296¢% — 1152¢° + 4608 > 0
144¢* — 4608 > 0
q° > 32
g > +4V/2

(a) fiir |q| > 4v/2
(b) fiir g = 4v/2

12



