AM1: Das Differenzial

1 Einfiihrung

'3 £+ Ax

Wir setzen voraus, dass f eine an der Stelle £ [sprich zi] differenzierbare Funktion ist.

Mit ¢ bezeichnen wir die Differenz zwischen dem Differenzen- und dem Differenzialquo-
tienten. Geometrisch entspricht dies dem Unterschied zwischen der Sekanten- und der
Tangentensteigung.

Fiir eine bestimmte Stelle ¢ hiangt diese Differenz von Ax ab. Daher fassen wir ¢ als eine
Funktion ¢(Az) auf.
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1'(€) - Az: Konvergenz 1. Ordnung

o(Az) - Az: Konvergenz von hoherer als 1. Ordnung

Def.

dy =" f'(§) - Az Differenzial von f an der Stelle £

Fiir y = x gilt dy = 1 - Ax = dz und damit:

dy = f'(§) -dz| (dx ist ,kleine“ endliche Grosse)

2 Ableitungsregeln in Differenzial-Schreibweise
e d(ftg)=df tdyg
o d(c-f)=c-df

e d(f-g)=df-g+[f-dg



. d([):dﬁg—f-dg
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¢ (o) = Lo
Beispiele
(a) f(z)=2* = df=2z -dz

(b) g(z) =sinx = dg=cosz-dz
(c) z(t) =¢" = dzx=e'-dt

(d) z(z) =cos(dz) = dz vze sin(y) - dy = —sin(4z) - 4 - dz

3 Anwendung: Bogenlinge einer Kurve

3.1 explizite Funktion: y = f(x)

Y

b
sz/dsz?

ds = /da? + dy? = \/dx2+ [df(xﬂ2 = \/dx2 + [f’(a:)-dx}z
— Jdz2 4 [f(@)]? - da? = 1+ [f(@)] - da




Beispiel: Linge des Einheits-Halbkreises

Yy
Py
o — )= VI—®
Al T
—1 To 1
, 1 -
== "=
5—/ dx—2/\/ $2dm—2/ i dzx
\/ — —x
_Z[arcsmx}o g:ﬂ'

Bemerkung

Bogenléngen-Integrale konnen kompliziert werden — TR

3.2 Parameterform

x
-
Satz des Pythagoras fiir die Differenziale:

ds = \/da? + dy? = /[2/(t) - dt]2 + [y/(t) dt]?
= Va'(t)? +y/ (1) dt

to to to
s = / ds = / V') () dt = / Vi g2 dt
t1 t1 t1




3.3 Polarform

kir=f(y)
y
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Mit Hilfe der Beziehung:

z(p) =r-cosp = f(p) - cosp

y(p) =r-sinp = f(p) -sing
konnen wir die Formel fiir Paramterfunktionen verwenden, wenn wir ¢ als Parameter ¢
auffassen:

(@) = f'(p) -cosp — f(p)-sinp  (Produktregel)
y'(p) = f'(p) sinp + f(p) - cosp (Produktregel)

5 = /m V() +y(p)2dp = - = /@2 V@) + ()2 de

4 Anwendung: Substitutionsregel(n) der Integration

4.1 Substitution 1. Art

Integrand vereinfachen

b u(b)
/ fu(z)) - (z)de = /( ) f(u)du (du = /(z) - dz)

Beispiel

1
/ Y e =7
0 2 +1

Substitution: u = z? + 1 (u als Funktion von z)

Differenzial bestimmen und nach dx auflosen:

du:2x-dx:>dx:i-du
2x

Wiéhle die Substitution so, dass deren Ableitung (bis auf einen konstanten Faktor) den
iibrigen Integranden ausmacht.
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Falls man ,,nur® an einer Stammfunktion interessiert ist, macht man in der Stammfunktion
fiir die Funktion w die Substitution wieder riickgdngig:

u=1 u=1

x
——dr = =yu+C=v22+1+C
/ Vaz+1 v
4.2 Substitution 2. Art
Substitition der Integrationsvariablen
[ o=
—dx=...

1 1-— ZE2
Substitution: x = x(t) = sint
Differenzial: dz = cost - dt

Grenzen: Damit  [—1, 1] durchlduft, muss ¢ [-7, 7] durchlaufen.

/2 1 ™2 cost
.= ————-costdt = —=dt
—r/2 /1 —sin®t —r/2 Vcos?t

7T/2 t 7T/2
:/ o8 dt:/ 1dt (0 <cost <1fiir =% <t<%)
—7/2 |COSt| —7/2
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=[{7, =7/2— (-71/2) =7



