Differenzialgleichungen (5) Lésungen—+

Aufgabe 5.1
DGL: ¢/ — 6y +9y =0

charakteristische Gleichung: A\> — 6\ +9 =10
A=3)?=0
/\1 = )\2 - 3

y(z) = (C1 + Cyz)e™”
Y (x) = Coe® + 3(Cy + Cox)e’”

y(0)=C1 =2

Cy =2, Cy=—T7
y'(O):C’2+3C’1:—1} P

y(x) = (2 = Tx)e™

Aufgabe 5.2
DGL: y" — 3y — 3y =0

charakteristische Gleichung: N — %/\ — % =

0
6A2—A—1=0
A —=1D(BA+1) =0
1
2

A =
)\2 - —%
y(z) = Crez® + Che3°
y'(z) = %C’lez“": — %C’ge i
= (1=6,0Cy,=—-6
y’(O) = %Cl — %Cg =35 ! 2

Ubungen



Aufgabe 5.3
DGL: y" 4+ 2y + 10y =0

charakteristische Gleichung: A> + 2\ + 10 = 0
D=4*—4-1-10 = —36 = (61)*

W L R

2
Ny = - =

—1-3i
y(z) = e*(Cy sin 3z + Cs cos 3x)
Y (x) = —e7" (C’l sin 3x 4+ C5 cos 39[:) +e " (36’1 cos 3z — 3C5 sin SI)

y(0) =C2=6

= (1=2,0,=6
y'(0) = —Cy + 3¢, :o} ! ?

y(z) = e~*(2sin 3z + 6 cos 3z)

Aufgabe 5.4
DGL: y" +2y' =0

charakteristische Gleichung: A\? 4+ 2\ =0

AA+2) =0
)\120
)\2:—2

y(z) = C1e® + Che ™ = C) + Che™®
Y (x) = —2Ce

y(O):Cl+ng3

Ci=4,0Cy,=-1

y(r) =4 —e™

Aufgabe 5.5
DGL: y" + 16y =0

charakteristische Gleichung: A\* + 16 = 0
N = —16 = (3i)?
A =0+4i
y(z) = e° (C’l sin 4z + C5 cos 43:) = ()} sindx + Cy cos 4x

y'(x) = 4C) cos 4z — 4Cy sin 4x



C2 = (C1=1,0,=2
y'(0) = 4C; = —14 Pt

y(x) = 2cosdzr — sindx

Aufgabe 5.6
Divisor zum Normalisieren der beiden Amplituden: A = /22 + 32 = /13

2
V13 (— sin wt + i)

V13 V13
(a) si 5 2 32 = 0.983
a) siny = —; cosy = —; tany = v =~ 0.
V13 13

V13sin(wt + 0.983)

(b) s 2 5 tany—2/3 = 0.588
siny = ——; cosy = —; tany = ~ 0.
K v 13 7 v13 K K
V13 cos(wt — 0.588)
Aufgabe 5.7
v = Cie %
b
n=—g ez
b? b
W= gaGe™
einsetzen:
ay” + by +cy = a-ﬁ—b i%—c Cie 2
4a? 2 !
b2 b2
= (Za—%—FC) Cie 2
b2 — 2% 4 4
= ( + ac) Cle %
da
b —4
__ (—4a “C) Che 2% = ()
Aufgabe 5.7

_b
y2 = nge 2%

b b b
yé — 026 QaI — —‘/L‘OQG 2a$
2a
b b b2 b
Yo == ——Che 2" 4 ——aChe 2"
a 4q



einsetzen:

b? b?
ay” +by' +cy = (—b +oort b— 25t T cx) Che 2"

b’r — 20%x + dacx | b,
= 02e 2a
4a

(1?4
— %0262227 — O

Aufgabe 5.8
Setze in der Losungsfunktion der erzwungenen geddmpften Schwingung (Formelsammlung

S. 82) § =0 ein:

A
y(t) = yn(t) + B3 cos(wit)

yn(t) ist eine allgemeine Losung der zugehorigen homogenen DGL.

25(4)1

Mit 6 = 0 folgt aus tan~y = e 0 auch vy =0
1 0

Aufgabe 5.9

®) A ) sinwot

= —+t-sinw,

Y 2 0

i(t) = A it + ot t
y(t) = 2 sinwot + ¢ - coswo
.. A Awg .
y(t) = 5 " cos wot + 5 " cos wot — Tt - sin wot

4i(t) und y(t) in die DGL §j + w2y = 0 einsetzen:

.. 2 AWO . 2 A .
J + wyy = Acoswoyl — ——t - sinwpt + w* - — - sinwyl
2 20&.)0

= A cos wyt

Aufgabe 5.10

e Losung der homogenen DGL 3" — 4y + 3y = 0

A2 —4N+3=0
A=1A=3)=0 = MN=1 )\ =3

yn(z) = Cre® + Cye®”

e partikuldre Losung der inhomogenen DGL:



Ansatz: y;(x) = Az® + Bz + C
yi(r) =2Ax+ B
yi (x) =24

einsetzen:

2A — 4(2Ax + B) + 3(A2* + Bx + C) = 62° + 5z + 3
3A2* + (—8A+3B)x + (24 — 4B +3C) = 62° + 52 + 3

Koeffizientenvergleich:
3A=6 A=2
—8A+3B=5 = B=T7
2A—-4B+3C =3 C=9

yi(z) =222 +Tr +9
e allgemeine Losung:
y(z) = yn(x) + yi(x) = Cre* 4 Coe + 222 + Tz + 9
Aufgabe 5.11

(a) § + 4y = 0: freie ungeddmpfte Schwingung
(b) §+ 7y + 12y = 0: freie geddmpfte Schwingung

(¢) 4+ 4y + 13y = 5cos(bt): erzwungene gedampfte Schwingung



Aufgabe 5.12

AF =0.5N
Ay =0.1m
m = 0.25kg
y(0) = 0.05m
7(0) = 0ms™!

(a) AF =D Ay
_AF 05N

=" 5=

D=""
Ay 0.1 m

(b) DGL: mg + Dy =0

D
i+ —y =0 (freie ungedampfte Schwingung)
m

| D 5Nm~!
Kreisfrequenz: wy =/ — = Y 4.472rads™!
m 0.25kg
w.

Frequenz: v = =0~ 071257
2m

2

Schwingungsdauer: T'= — = v~! ~ 1.405s

Wo
(¢) Anfangswertproblem: y(0) = 0.05m, ¢(0) =0

) = C coswyt + Cy sinwpt
)

= —(Cwy sin wyt + Cowg cos wot

Aufgabe 5.13

T2
Wo
2
wOZT
D  2r
m_ T
D 4x?
m_ T2
pirom _ 4 2 kg 5% = 877T3N - !
T2 9



Aufgabe 5.14

(a) Amplitude: A =0.04m

AF -10*N N
Federkonstante: D = = 0-10 =0.02 —
Az 0.03m m
D 0.02
=4/— =4/ ——s 1 =v10s"! ~ 3.162s57!
wo ”m \/0'0028 Os 3.162s
Frequenz: v = “0 ~0.50335
T

(b) y(t) = —0.04 cos (v10t) m

fiir Teil (c): (t) = 0.04v/10 cos (\/Et) ms™!
= V2cos (\/Et) ms~!

(c) —0.02 = —0.04 cos (V10¢)
coS (\/Et) =0.5
1. Losung:
k-6
¢Ew=%+kaw:1i§—f
y T+ k-6
= ———5
1,k’ 3\/E
2. Losung;:
om Sm+ k- 67
V10 3 + us 3
; om 4 k - 6
= ———35
Q,Ii‘ 3\/1—0

Aufgabe 5.15

my + Dy =0 freie ungeddmpfte Schwingung

. D
y+—y=0
m
j+wi=0
F m-g 0.1kg-9.81ms2
Ay Ay 0.05m o

D [19.62Nm™*
Wy = E = Wo = Ol—kgl = 14rads’1

AWP: y(t) = C4 cos(wpt) + Cy sin(wpt)
y(t) = —woC sin(wot) + woCs cos(wpt)
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0.lms?
7(0) = weCy = 0.1 ms™* Cy = ———— =0.00714
9(0) = woCo ms = 2 = Tradsl m
(a) y(t) =0.00714m - sin(14rads™! - ¢)
(b) ysin(wet) =0
sin(wpt) = 0
wot =T
T
t=—
Wo
7 rad
= =0.224
l4rads—! §
Aufgabe 5.16
my + Dy =0 freie ungeddmpfte Schwingung
. D
y+—y=0
m
j+wi=0
F . 2kg-9.81ms2
p=-="229 o pZ58 2% _ 40041 Nm!

Ay 0.049 m

Ay
I D [400.41 Nm™!
Wo = E = Wy = Tgnl = 14.15rad s !

AWP: y(t) = C cos(wot) + Cy sin(wyt)
Y(t) = —woC sin(wpt) + woCs cos(wpt)

y(0) = C; = —0.033m
Ims™!

__mS o707
14.15rads ! m

7(0) = wpCo = 0.1ms™" = Oy

(a) y(t) = —0.033m - cos(14.15rads™ " - t)
+0.0707m - sin(14.15rads ™" - ¢)

Wy 2m rad
T=——— ———
27 = 14.15rad s1

§=C2+C2 = §=0.0780m

C:
Y= zaurctama2 +m = p=201rad
1

= 0.444s



Aufgabe 5.17
my + ky + Dy =0 freie geddmpfte Schwingung
. k. D
Yy+—y+—y=0
m m
i+ 207 +wi =0

F m-g ~ 0.02kg-9.81 ms >

D=—=—— = D =3.92Nm™!
Ay Ay 0.05m o
D 3.92Nm™!
=\/Z= = wo=y) o = l4rads”!
TV o 0.02kg racs
k 0.4Nsm™!
= — = -7 108!
2m 2.0.02kg i
w=+w—-0 = w=980rads™!
AWP:

y(t) = e [C} cos(wt) + Cy sin(wt)]

y(t) = —oe [Cy cos(wt) + Cysin(wt)]
+ we ™ [—C) sin(wt) + Cy cos(wt)]

7(0) = —6C) +wCy =0ms™' =, =0.0204m
y(t) = e 1057 [0.02m - cos(9.8rads™" - t)

+0.0204m - sin(9.8rad s ™" - ¢)]

t P(C),Cy)
o

e
N

Amplitude: § = \/C? + C3 = 0.0286 m
Phasenwinkel: ¢ = arg(P) = 0.795  (noch nicht einsetzen!)

y(t) = 0.0286 m - e’los_l't[cos 0.795 - cos(9.8rads™* - t)
+sin 0.795 - sin(9.8 rad s~ - t)]

= 0.0286m - e~ cos (9.8 rad s — 0.795)

(Phasenwinkel-Darstellung; Davon wird hier aber nur g benétigt.)



(b) 0.0286m - e ' = 0.0001 m

e 1% = 0.350
—10t = In(0.350)
t = 0.566s

Aufgabe 5.18

freie geddmpfte Schwingung: my + Fg + Fr =0

Fiir laminare Stromung um eine Kugel mit Radius r gilt (Stokes):
Fr = 6mnrv = 6mnry
zusammen mit Fr = Dy einsetzen:

my + 6mnry + Dy =0

6mnr D
m m
: T 4
Masse einer Kugel mit Dichte o: m =0-V = p- ?7’3
. 3-6mnr . 3D
=0
v+ 4drr3p v+ 47TT‘3Qy
.. 9n . 3D
= k
y+ 27’2Qy + 47r7"3,9y (0k)
9n 9n
20 = §= =4.16s7"
2r20 4r2p i
3D
=4/—— =7.00s"1
o 473 >

w=/wg —02=>5.54s""

2
T=2"-113s
w

AWP:
y(t) = e " [C} cos(wt) + Cy sin(wt)]

§(t) = —6e "'[Cy cos(wt) + Cysin(wt)]
+ we™ " [—C) sin(wt) + Cy cos(wt)]

y(0) = C, = 0.04m
7(0) = —6C) +wCy =0ms™' =, =0.0307Tm

y(t) = e 41057 [0.04m - cos(5.54rads™" - t)
+0.0307m - sin(5.54rads™" - t)]
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Aufgabe 5.19

Da ein Auto normalerweise 4 Réder hat, muss jeder Stossddmpfer nur m = 200kg
dampfen.

Diampfungskonstante: £ = 1500 Nsm™!

k
6:_: . _1
2m 3.755

Federkonstante: D = 16000 N m™!

/D
wWo =1/ — =894s7!
m
Kreisfrequenz: w = y/wg — §2 = 8.12s7}

2
Periode: T = 22X = 0.774s
w

Abklingfaktor: e~ = (0.0235¢

Aufgabe 5.20
Wir erhalten kritische Dédmpfung, wenn die charakteristische Gleichung genau eine Losung
besitzt. Dies ist genau dann der Fall, wenn D = b* — 4ac = 0 gilt.
Fiir die DGL in der physikfreundlichen Form

i+ 26y 4+ wiy = 0
lautet die charakteristische Gleichung

AN+ 20) +wiy =0
und die obige Bedingung somit

D =b* — dac = 46 — dwj = 4(6* — wi) =0

Also muss bei kritischer Dampfung § = wy gelten.
Das kann man natiirlich auch direkt aus der Formelsammlung herauslesen.

5:w0

k=2mwy=2-4-15.6kgs !t =125.16kgs ! = 125.16 Nsm~!
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Aufgabe 5.21

Formelsammlung S. 99 (Summen und Produkte)

Aufgabe 5.22

(a) miy + Dy = Fycoswit

. D Fo
Y+ —y = —coswit
m m

| D /40 N-s

===,/ — =20s7!

o m 0.1 kg-m i
F 10N

A==—"=_—""=100N kg
m  0.1kg &

yn(t) = C} coswot + Cy sinwyt = C4 cos 20t 4 Cy sin 20t
A

() = ———s t= 2 cos 18t
= -coswit = — cos
U Wi — w? BT

25
y(t) = C1 cos 20t + Cy sin 20t + g 8 18t
. . 25 .
y(t) = —20C) sin 20t + 20C; cos 20t — 5 18 - sin 18¢

Losung des Anfangswertproblems:

25
y(0) = Cy + o =0
9(0) =20C, =0

25
Also: C = Y Cy=0

25
y(t) = 1—9(005 18t — cos 20t) m

25
(b) y(t) = 1—9(cos 18t — cos 20t)
25
=19 (—2) -sint - sin(—19¢)
50
BET R sint - sin 19¢
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Aufgabe 5.23

Gegeben : m = 0.5kg, Ay = 0.49m, k = 2Nsm™!

Fo m-g 0.5kg-9.81ms2 B
_ e _ D— =10.0Nm™!

Ay Ay ~ 0.49m o
_£:2Nsm_1 594t

2m  2-0.5kg

/D
wo =1/ — =447s7"!
m

Resonanz tritt dann ein, wenn die Amplitude in y;(t)

A
\/(wg — w%) + 452w?

ein Maximum fiir w; hat. Dies ist genau dann der Fall, wenn

(u)g — w%) + 46%w?
flir w; minimal wird:
— (wg — wi) + 4wy =0
2(wg — wi) - (—2w1) +46% - 2wy =0
dwi (W] — wg +26%) =0
Da w; = 0 keine interessante Losung darstellt, muss der zweite Faktor verschwinden:

wi —wi +262=0

wp = y/wi — 262

Diese Minmalstelle existiert aber nur dann, wenn 6 < wy/ V2 gilt. Ist das bei unserem

Beispiel erfiillt?
4.47

V2

wy = /W — 262 =3.46s""

13

257! < s1=3.16s5"" (ok)

Resonanzfrequenz:



