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6 Die Gerade

6.1 Die Parametergleichung der Gerade

Die Gerade g ist festgelegt durch den Punkt A und einen Richtungsvektor v. Fiir einen
beliebigen Punkt P gilt:

Peg & /ﬁ:t-ﬁ
~ —FA—{—Fp:t-l_f
~ FPZFA—Ftl_f

Die Zahl t wird Parameter genannt.

P(z,y,z) € g < Es gibt einen Wert fiir ¢, der die Parametergleichung erfiillt:

x XA Ty
g yl=yal +t-| v
z ZA 2y

6.2 Erste Anwendungen der Geradengleichung

Beispiel 6.2.1

Bestimme eine Gleichung der Geraden g durch die Punkte A(—4,1,5) und B(2,—1,1).

4@ B g
raA
O
2 4 6 —3
AB =iy —7y=|-1]-[1]=[-2]=-2-]1
1 5 4
T —4 -3
qg yl=111]+¢t| 1
z 5




Beispiel 6.2.2

Gegeben: g:

ISEINSIIE
I
Nej
+
~
|
[\)

Welche Punkte gehoren zu den Parameterwerten?

o t=0: P(5,9,—4)

o 1 =3:(Q(14,3,—1)

e t =—1: R(2,11,-5)

Beispiel 6.2.3

4 3
=1 |+t]-1
5 )

Gegeben: ¢:

I IS

Welche der folgenden Punkte liegen auf g7

—1=—-443t t=1
e 5(—1,0,3): 0=1—t = t=1 = Seg
3=5—-12t t=1
—10=—-4+43t t= -2
o T(—10,3,1): 3=1-1 = t=-2 = Tdgy
1=5-2¢t t=2

Bestimme eine Gleichung der Geraden h, die parallel zu

x -3 )
gyl =17 |+t|—-6
z 2 4

verlauft und durch den Punkt P(—7,8,11) geht.
7 9
el
P

Der Richtungsvektor von g ist auch ein Richtungsvekor von h:

x -7 )
h: ly]l =1 8 |+t|—6
z 11 4



6.3 Spurpunkte

Die Spurpunkte S;, Ss, S3 einer Geraden ¢ sind die Schnittpunkte von g mit den Koor-
dinatenebenen m; (zy-Ebene), my (yz-Ebene) und 73 (zz-Ebene).

A

Beispiel 6.3.1

Bestimme den ersten Spurpunkt der Geraden

x 4 -2
gyl =-3|+t| 3
z 6 3
gNm = Si(x,y,0):
r=4—-2t
y=-3+3t = t=-2 = 5(8,-9,0)
0=6+3t

Beispiel 6.3.2

Bestimme den zweiten Spurpunkt der Geraden

T 4 0
g yl=1| 3 | +t]5
z -8 2
gNm = 55(0,y,2):
0=4+0¢t
y=3-+5t = keine Losung =  kein Spurpunkt
z=—8+2



Beispiel 6.3.3

Bestimme den dritten Spurpunkt der Geraden

4 2
=10 +¢t|0
3 5

Q
IS

gNmy = S3(x,0,2):

r=4+2t
0=04+0t = jedeste Rist Losung = g¢gC s
z=3+51

6.4 Gegenseitige Lage von Geraden

Parallele Geraden

e kollineare Richtungsvektoren

e kein gemeinsamer Punkt

Zusammenfallende Geraden

U

A

e kollineare Richtungsvektoren

e cin gemeinsamer Punkt (und damit unendlich viele)



Windschiefe Geraden

<y

e keine kollinearen Richtungsvektoren

e kein gemeinsamer Punkt

Schneidende Geraden

e keine kollinearen Richtungsvektoren

e cin gemeinsamer Punkt

Zusammenfassung
RV kollinear | RV nicht kollinear
ein gemeinsamer Punkt | identisch schneidend
kein gemeinsamer Punkt | parallel windschief



Beispiel 6.4.1

Untersuche die gegenseitige Lage der Geraden.

T 3 —4 T 1 6
gy | = +s| 8 h: lyl=10]+t[—-12

z 1 2 z 5 -3
Richtungsvektoren: kollinear, denn 0}, = —1.5 - j,

A(3,2,1) € h? [oder: B(1,0,5) € g7]

3=1+6t t=1/3

2=0—-12t = t=-1/6 = A¢h = gl|h
1=5—-3t t=4/3

Beispiel 6.4.2

Untersuche die gegenseitige Lage der Geraden.

T 9 —2 T 7 2
g lyl=1-2]+s| 1 h: (yl=1[(2]+t] -2
z 3 -9 z 6 )
Richtungsvektoren: nicht kollinear
gnNh?
9—-2s="T7+2t —25 =2t = -2 _
24 s=2-2% =  s+2%=4 = j:
3—9s=06+5t —9s — 5t =3 o
= gnNh=75(13,—4,21)
Beispiel 6.4.3
Untersuche die gegenseitige Lage der Geraden.
x 2 4 x —6 —2
g: lyl=13]+s| -6 h: ly|l=\|1|+t]| 3
z 8 6 z —4 -3

Richtungsvektoren: kollinear, denn v, = (—2) - ¥,

A(2,3,8) € h?

2=—-6—-2t = -2t t=—4
3=15+3t = —12=3¢ = t=—4 = g=h
8§=—-4-3t 12 = =3t t=—-4



Beispiel 6.4.4

Untersuche die gegenseitige Lage der Geraden.

T —1 7 T 11 —1
g yl=14|+s| -2 h yl =120 +¢t| 8
z 8 6 z 24 4
Richtungsvektoren: nicht kollinear
gnNh?
—1+7s=11—-1 Ts+t=12
4—-2s=204+8 = —25s—8 =16 = keine Losung
8+ 6s=24+4t 6s — 4t = 16

= g und h sind windschief

6.5 Abstandsberechnungen mit Geraden

Abstand Punkt—Gerade

Beispiel 6.5.1

Bestimme den Abstand d des Punktes P(8,9,8) von der Geraden

2\ (7 6
2| x 14 -3
7xaP| | \1 5 6| _9_,
G 2 2\ 3
2 2
1 1



Fusspunkt F: 7p =7y + k- U
FP-7=0
(=k -5+ AP) - 5 =0

kT THAP-T=0

i, U und 1@ spannen einen Spat auf.

Die Geraden g und h liegen in parallelen Ebenen, welche gleichzeitig auch die Grund- und
die Deckfliche des Spates enthalten.

Der Abstand d der Geraden ist gleich dem Abstand dieser Ebenen und somit gleich der
Hohe des Spates.



Beispiel 6.5.1

Bestimme den Abstand der Geraden

x 2 3 x —4 -3
g lyl=[(1]+s|[0)undh: [y ]| = 8 +t [ 10
z 3 2 z —21 2
3 -3 —20
uxv=[0] x |10 | =|-12
2 2 30
—4 —6
AB=ip—m=| 8 |- [1] =1 7
—21 —24
—20 —6
—-12 | - 7
(i@ x 7) - AB| 30 ) \-24)| x4
d(g,h) = — 1 = = — =18
‘u X v’ —20 38
—12
30

6.6 Die Winkelhalbierenden zweier Geraden

Gegeben: zwei sich schneidende Geraden g und h

Gesucht: Gleichungen der Winkelhalbierenden

Idee: Sind Richtungsvektoren @ und b von g und h gleich lang, so spannen sie zwei (kon-
gruente) Rhomben auf.

Die Diagonalen dieser Rhomben sind die gesuchten Winkelhalbierenden:

—,

w1 r= F5+t1(&'+ b)

-,

way . = Fs—f—tg(c_i—b)



Beispiel 6.6.1

Gesucht: Gleichungen der Winkelhalbierenden der Geraden

T 1 1 T 1 0
g lyl=12]+t]| 2 und h: |yl =1(2]+t|3
z 3 —2 z 3 4

i =3
7] =5
)
a=>5u= 1| 10
—10
. 0
b=3v=1{9

g
IS IO
\_/v
I
W N
_|_
~
o 5

10



7 Die Ebene

7.1 Die verschiedenen Formen der Ebenengleichung

Die Parameterform

Gegeben: Ein Punkt A sowie zwei Richtungsvektoren ¢ und v

7 ist der zum Punkt P(x,y, z) gehorende Ortsvektor.

€T =74+ sU+1U Parameterform

i # 0 ist ein Normalenvektor von e (z. B.n=ux 17)
0

Pee < ﬁLﬁ & ﬁ-@:

Die Koordinatenform

n-(F—74) =0 Normalenform

n-r—mn-ry=0
ny Xz ny aq
no |-yl —|n2]-la] =0
ns z ns3 a3
T + Noy + N3z —N1a; — Noas — nzag = 0
N WV
D

nx +noy +n3z+ D =0 Koordinatenform

11



Beispiel (a)
Gegeben: Punkte A(2,-3,0), B(5,3,1), C(4,5,2

Gesucht: Parameterform der Ebene durch A, B und C
3 2 1
Parameterform: 1@ =\|6]|=u /@ =8| =24]|=20
1 2 1
T 2 3 1
€ yl=1-3|+s|6|+t]|4
z 0 1 1

Beispiel (b)

Gegeben: Punkte A(2,-3,0), B(5,3,1), C(4,5,2)
Gesucht: Normalenform der Ebene durch A, B und C

3 1 2 1
Normalenvektor: u x v= |6 | x (4| = 2| =>n=|[ -1
1 1 6 3
1 T 2
€ —1 yl —1-3 =0
3 z 0

Beispiel (c)

Gegeben: Punkte A(2,-3,0), B(5,3,1), C(4,5,2)
Gesucht: Koordinatenform der Ebene durch A, B und C

1 2
D=—-n-1Th=—[-1 -3 =-5
3 0

Merke: Die Komponenten eines Normalenvektors einer Ebene sind gleichzeitig Koeffizien-
ten der Koordinatengleichung dieser Ebene.

erx—y+32—5=0

12



Beispiel (d)

x
Bestimme eine Koordinatengleichung der Ebene ¢, die durch g: [y ]| = | 8
z

und P(4,4,1) definiert ist.

1 10 5
i= |2 AP= -4 = 5=[-2
3 0 0

| 5 6 2

ixi= 2] x[=2)=(-15] = m=|5

3 0 12 4

D=—-n-14=-24
e:2x+0y—42—-24=0

Beispiel (e)
Wann ist ein Ebene durch 2 Geraden definiert?

Wenn die beiden Geraden parallel sind oder sich schneiden.

Beispiel (f)
Wie lauten die Koordinatengleichungen der Koordinatenebenen 7y, mo und m3?

0
é¢; = | 0] ist ein Normalenvektor von 7; (zy-Ebene).
1

Somit lautet die Koordinatengleichung 0 -2 +0-y+1-2+ D =0
Da (0,0,0) in m; liegt, folgt daraus D = 0 und 7;: 2 =0

Analog folgen mo: x =0 und 73: y =0

7.2 FErste Anwendungen der Ebenengleichung

Liegt der Punkt P(10,2,4.5) in der Ebene

x —10 2 5
e: ly| = 9 +s |4+t 1 ]?

z 12 3 -5
10 = —10 + 25 + 5¢ 25+ 5t =20
2=9—-4s+t & —As+t=-—T7
4.5 =12+ 3s -5t 3s —dt =—T7.5

Losung: s =25,t=3 = Pece

13



Liegt der Punkt P(5,—2,16) in der Ebene €: 40+ 3y — 2+ 1 =07

4.543-(-2)—164+41=0 = —-1=0 = Pde

Bestimme eine Koordinatengleichung der Ebene 4, die durch den Punkt P(1,2, —3) geht
und parallel zur Ebene ¢: — 8z + 2y — 32 + 1 = 0 liegt.

8

s =ii. = | 2
-3

D = —iis-ip = =5

0: —8xr+2y—32—5=0

7.3 Achsenabschnitte und Spurgeraden

Achsenabschnitte: S, Sy, S,

Spurgeraden: S;y, Syz, Sua

Beispiel
Bestimme alle Achsenabschnitte und Spurgeraden der Ebene €: 22 — 3y + 52 — 10 =0

S:(a,0,0):2a—10=0=a=5
S,(0,6,0): —3b—10 =0 = b= —10/3
S.(0,0,¢): 5¢—10=0=c=2

Seyt 20 —3y—10=0 (2=0)
Syt =3y +52—10=0 (x=0)
Sp: 20 +52—10=0 (y=0)

14



7.4 Gegenseitige Lage von Gerade und Ebene

Ein Schnittpunkt

g

N

S

Die Gerade g schneidet die Ebene ¢ in einem Punkt.

Kein Schnittpunkt

9

Die Gerade g verlduft parallel zur Ebene €.

Zwei Schnittpunkte

o

Die Gerade g liegt in der Ebene .

Bestimme eine Gleichung der Geraden g, die senkrecht zur Ebene ¢: x — 2y +32 —7 =0
steht und durch den Punkt P(—2,3,8) geht.

g
ip
-
€
|
1 x -2 1
e=\|-2|=79, = g:|y|l=|3]|+t]|-2
3 z 8 3

15



In welchem Punkt schneidet die Gerade
—2 3

N
INEENSI
I
=~
+
~
|
—

die Ebene ¢: 7Tx — 2y 4+ 32+ 39 =07

Komponenten von g: v = -2+ 3t,y=4—t, 2 =341

in € einsetzen:

T(—2+43t) —2(4— 1) +3(3+1)+39 =0
—14+21t—-8+42t+9+3t+39=0
26t 426 =0
t=-—1
t = —11in g einsetzen: S(—5,5,2)
In welchem Winkel schneidet die Gerade

T 1 2
g lyl=12]+t]| -1
z 3 2

die Ebene €: x +2y — 22 +1 =07
g

N
Y

2

—

@ 4
"T,T ‘ljl’ = arccos 3.3 63.61°
fi| - |V .

1) = arccos

¢ = 90° — 63.61° = 26.39°

—

|71 -

7] - |7}

4
oder direkt: ¢ = arcsin = arcsin 33 26.39°

16



7.5 Gegenseitige Lage von Ebenen

schneidend

parallel

zusammenfallend

NV kollinear NV nicht kollinear

einen Schnittpunkt | zusammenfallend | schneidend

keinen Schnittpunkt | parallel —

Untersuche die gegenseitige Lage der Ebenen € und 4. Falls sich die Ebenen schneiden
berechne den Schnittwinkel und eine Gleichung der Schnittgeraden.

Beispiel (a)

€:6r —8y+42+9=0
0: 92 — 12y +62—7=0

6 9
ne=|—-8|,7Ms=|—12 | = 1.5-7. = 7is (kollinear)
4 6

Wiren die Ebenen identisch, so miisste 1.5 - € = d gelten, was offenbar nicht der Fall ist.

= &1 || E9

17



Beispiel (b)

e:2x+2y+32+8=0
0:5x4+2y+42+7=0

sind nicht kollinear.

B~ DN Ot

2
.= | 2| und ns =
3

= ¢ und ¢ schneiden sich.

Richtungsvektor der Schnittgeraden:

2 5 2
nexng= 12| x 2| =7
3 4 —6

Hilfsebene durch (0,0, 0) und senkrecht zu -
C: 22+ Ty—62=0

20+ 2y + 32 = —8
b +2y+4z2=-7 = S(1,-2,-2)
20+ Ty —62=0

T 1 2
g ly|l=-2|+¢t| 7
z —2 —6

(spitzer) Schnittwinkel:

|ﬁ€ . ﬁ5| 26
= arccos ———— = arccos ——— =~ 19.94°
i |7ie| - |7s] V1T /45

Beispiel (c)

e:dr+2y—224+6=0
0: —2x—y+2—-3=0

Wegen —2 -0 = ¢ gilt ¢ = 4.

18



7.6 Abstandsberechnungen

Abstand Punkt—Ebene

Gegeben: P(xp,yp,zp) und e:ng - +ny-y+n,-z2+d=0
Gesucht: Pe = dist(P,¢)

Normale g auf ¢ durch P: 7 =7p +tii  gnNe={Sh

i (F=7) =0 (Ae€e)
i - (p 4 tid) — i - 74 = 0
i P bl i — i Ta = 0

n-m="mn-Ty—"n-Tp

i =7 (T = Th)
- = = - — 12
n-n ‘n’

7 e =)

Pe = PS = |tii| = |t| - |7t

_|mxp +noyp + nszp + D|

2 2 2
Vv ni+nj+n3

Pe

Hessesche Normalform

Beispiel (a)
Berechne den Abstand Pe vom Punkt P(5,2,1) zur Ebene €: z +4y + 82+ 1 = 0.
i = (1,4,8)7T

1-5+4-248-1+1| 22
Pe = = —

V12 + 42 + 82 9

Ohne Betragzeichen lésst sich Pe wie folgt deuten:

falls Pe > 0: P liegt im Halbraum in Richung von ..
falls Pe < 0: P liegt im Halbraum in Richtung von —7n.

Beispiel (b)

Gesucht: Abstand des Punktes P(5,—1,3) von der Ebene ¢: 92 4+ 20y + 12z + 14 =0

g 19:5420-(—1)+12-34 14 _ B,
V92 + 202 4 122 25

19



Beispiel (c)

Abstand des Ebene ¢: 42 — 10y + 32 — 25 = 0 vom Ursprung.

4.0-10-047-0-25] 25

d
v 16 4+ 100 + 9 V125

Beispiel (d)

Liegen die Punkte P, (0,1, —9) und Py(—1, —3,8) im gleichen Halbraum der Ebene ¢: 3x+
12y — 4z + 1 = 07
0+12+36+1 49
1= =—>0
V9 + 144 4+ 16 13
—-3-36—-32+1 —70
VO+144+16 13

= Nein

dy = <0

Abstand paralleler Ebenen

Weise nach, dass die Ebenen ¢;: 20 —2y+2—7 =0 und e5: 4o — 4y + 22+ 2 = 0 parallel
sind und bestimme ihren Abstand.

4 2
no=1|—-4]=2--2=2-n)
2 1

Wiéhle Punkt auf e1: P(0,0,7)
Abstand von P zu &y:

S_l40-4.042.74+2 16 _8
- Jerey2 603

7.7 Die Winkelhalbierenden zweier Ebenen

Schneiden sich zwei Ebenen ¢ und ¢ in der Geraden s, so gibt es zwei winkelhalbierende
Ebenen w; und w,. Das Bild zeigt zwei Ebenen und ihre Winkelhalbierenden in projizie-
render Lage.

w2

P(z,y, z) liegt genau dann auf einer der Winkelhalbierenden, wenn er von € und ¢ den
gleichen Abstand hat.

20



Da der Abstand eines Punktes von einer Ebene mit der Hesseschen Normalforme berechnet
werden kann, ldsst sich die obige Aussage auch so formulieren:

P € w; oder P € wy
|Az + By +Cz+D|  |Ex+ Fy+ Gz+ H|

JETB L2 JELPiG

Um die Betrédge weglassen zu kénnen, miissen wir zwei Félle unterscheiden:

Haben beide Zihler gleiches Vorzeichen, so gilt:

. Ar+By+Cz+D FEx+Fy+Gz+H
VAR TR VEZ+ F2+ P

Haben beide Zahler unterschiedliche Vorzeichen, so gilt:

Az +By+Cz+ D Ex+ Fy+Gz+H
woy: =—
A2+ Bt (2 VE? + F? 4 G?

Beispiel

Bestimme die Winkelhalbierende der Ebenen

e:2x—y+22+3=0und é: z+4y+82—5=0.

1. Winkelhalbierende:

20 —y+2243 r+4y+82—-5
3 B 9
6r—3y+6z+9=ax+4y+82—5

wi:br —Ty—224+14=0
2. Winkelhalbierende:

2r—y+224+3 x+4y+82-5
3 B 9
6r—3y+62+9=—2—4y—8z+5

wy: Tr+y+142+4=0

21



8 Die Kugel

8.1 Die Kugelgleichung

Eine Kugel K ist durch ihren Mittelpunkt M und ihren Radius o bestimmt.

Jeder Punkt P € K (M, p) hat den Abstand ¢ von M. Daraus ergibt sich die Gleichung
einer Kugelsphdre fir 7= (z,y, z)T:

Mit der Beziehung o - ¥ = |#]? ergibt sich daraus:
K: (=) (F=Fu) =0 baw. (F—7y)° =0

und in Koordinatenform:

K:(x—xm)2+(y—ym)2+(z—2m)2:Q2

Beispiel 8.1
Kugel mit M(3,—1,2) und o = T7:

(z -3+ (y+1)*+ (2 —2)* =49
J:2+y2+22—6:1:+2;y—2z+14:49
222 _
r*+y +2°—6r+2y—22-35=0
Eine quadratische Gleichung der Form
Py tar+bytez+d=0

kann umgekehrt als Kugelgleichung gedeutet werden. Durch quadratisches Ergénzen erhélt
man:

<+a>2+ +b2+<+c>2—a2+62+62 d= ¢’
Ty YTy TTo) TaTauTy e
Wegen o? > 0 muss folgende Bedingung erfiillt sein:

a?+ b+ >4d

22



8.2 Schnitt von Kugel und Gerade

Sind Gleichungen einer Geraden

T Ta Ty
gyl =1val| +t| W
z Za Zy

und einer Kugel

K:(x—am)+ Y —ym) + (2 — 2:)* = ¢°

gegeben, so 16st man das Schnittproblem durch Einsetzen der Komponenten der Gera-
dengleichung in die Kugelgleichung:

K: (va+twy, —oa)? 4+ (ya +tyy — yar)® + (24 + t2, — 230)? = 0

und anschliessendem Auflosen nach ¢.

Abhéngig von der Losungsmenge der quadratischen Gleichung erhélt man:

e zwei Losungen tq, to: zwei Durchstosspunkte Py, Py
e cine Losung: t: ein Berihrpunkt P

e keine Losung: Die Gerade meidet die Kugel.

Beispiel 8.2

x 5 2
Schneide g: [y | =2 +t|2
z 3 1

mit der Kugel mit M(—4,2,3) undf p = 9.
(b+2t] +4)2 + (2 +2t] —2)* + ([3+ ] — 3)? =81
(2t +9)* + (20)* + (1) = 81
9t* + 36t + 81 = 81
2 4+4t =0
tt+4)=0

t1 =0= P(5,2,3) und ty = —4 = P,(—3,—6,—1)

23



8.3 Schnitt von Kugel und Ebene

Sind Gleichungen einer Kugel

K:(z—am)+ (y—ym)+ (2 — 2:)* = ¢°

und einer Ebene
E:rax+by+cz+d=0
T M a

=|lym | +1
ZM

1. Gleichung der Lotgeraden g:

INEINSE

2. Mittelpunkt des Schnittkreises: M’ =¢gNE

3. Radius des Schnittkreises: r? = ¢*> — d(M’, E)?
Geometrische Interpretation der Losung:

e 72 > 0: Schnittkreis

e 2 = 0: Beriihrpunkt

e 72 < 0: Die Ebene meidet die Kugel.

Beispiel 8.3

Gegeben: Kugel K mit M(—7,—1,6) und o =5
Ebene E: 4x 4+ 2y +2z+3=0

Gesucht: Mittelpunkt A’ und Radius r des (allfélligen) Schnittkreises von K und FE.

T —7 4
e g: |yl =|—-1]+1t]2
z 6 1

e FNyg:
4(=T+4t)+2(-1+2t)+(6+t)+3=0
21t —21=0
t=1 = M(-3,1,7)

o d(M,M")=\/(-3+7)2+(1+1)2+(7-6)2=+21

rP?=25-21=4 = r=2

24



8.4 Schnitt von zwei Kugeln

Gegeben sind die Gleichungen zweier Kugeln K;(Mi, 01) und Ko(Ma, 02):

1. Subtraktion der Kugelgleichungen: E: njx + naoy + nsy + d = 0 (Polarebene)

2. Lotgerade durch die Kugelmittelpunkte: g: 7= 7y, + ¢ -7 mit 77 = ]\TlJ\_f;

3. Mittelpunkt des (allfdlligen) Schnittkreises: M’ = g N E

4. Radius des (allfdlligen) Schnittkreises 7 = /72 — d2 mit d = | M; M|
Geometrische Interpretation der Losung:

o |01 — 02| < M1 M5 < 01 + 09: Die Kugeln schneiden sich.

e |01 — 02| = M1 M, Die Kugeln berihren sich innen.

01 + 0o = My M, Die Kugeln beriihren sich aussen.

lo1 — 02| > MM, Die Kugeln liegen ineinander.

01 + 02 > MM, Die Kugeln liegen auseineinander.

Beispiel 8.4
Gegeben: Kugeln K mit M;(4,3,1), o1 = 7 und Ky mit Ms(1,0,4), 01 =2
Gesucht: Mittelpunkt M’ und Radius r des (allfilligen) Schnittkreises von K; und K.
o Ki:(x—4)P+(y—3°+(2-1>*-7=0
Ky: (=12 +(y—072+(z—4)2>-2*=0
Ki—Ky: —6x—6y+62—36=0 = FEF:x24+y—z+6=0

x 4 1
e g: |yl=1|3]|+t]| 1
z 1 -1
e KNy
A+t)+B+t)—(1—-t)+6=0
3t+12=0

t=-4 = M0, —L,5)

o dy =dist(My, M) = /(4—0)2+ 3+ 1)2+ (1 —5)2 = /48
r=\r—d>=49-48=y1=1
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8.5 Die Tangentialebene an eine Kugel

projizierende Darstellung von Kugel K und Tangentialebene 7:

-
K P('1l7 y7 Z)

Sind K und B € K gegeben, so ist M § sowohl Radiusvektor als auch Normalenvektor
von 7 und es gilt:

T (FB—FM)(FP—FB) :0
Addiert man den Nullvektor im zweiten Faktor, so lédsst sich die Gleichung der Tangen-
tialebene in einer anderen Form darstellen:

(75 — 7ar) (Fp — 7) = 0

(75 — ™) (Fp — Pas + Far — 75) =0

(7 = 7a0) (7 = 7ar) + (P = 7)) =0

(75 — ) (Fo — ) + (Fs — ) (Far — i) = 0
(Fg — 7ar) (Fp — 7ar) — (P — 7ar) (P — 7ar) = 0
*=0

(FB —FM)(FP—FM) -0 =
(FB _FM)(FP _FM) = 02
Liegt ein Punkt P ausserhalb einer Kugel K, so existiert eine ganze Schar von Tangen-
tialebenen an K durch P.

Die Tangentialebenen 7 an eine Kugel sind jedoch eindeutig bestimmt, wenn eine die
Kugel K meidende Gerade g mit ¢ C 7 gegeben ist.

Ist g: 7= 74 + {7 eine die Kugel K: (7 — F’M)Z = ¢* meidende Gerade und B(x,y, z) der
gesuchte Beriithrpunkt, so gilt
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